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RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



Rsid. Circ. A#4/««i.,t. XIII, parte i'.— Stampato il 14 ottobre 1898. a 



ANNUNZIO. 

Per ogni Nota o Memoria, presentata in una sola adunanza del Circolo, la 
qua^e sorpassi le i6 pagine di stanipa, rinune a carico deirAutore la spesa di com* 
posiiioHs delle pagine eccedenti, in ragione di L. 3, 1 5 per ogni pagina o parte 
di essa. 

Gli Autori che desiderano Esiratti dcllc Note e Memorie inserite nei Rendi* 
conti, sono vivamente pregati di avvertirne la Redazione nelPatto di rinviare le 
prove di stampa. A fine di agevolare i soci nella pubblicazione dei loro lavori, 
gli estratti saranno ad essi mandati a mano a mano che procede la sumpa del 
fascicolo. 

II prezio degli estratti h regolato come segue: 

Per un foglio di 8 pagine, o meno: 

50 esemplari s L. 5; 100 = L. 7, 75; i$o = L, 11; 200 = L. 13, 75; 250 = L. 17; 
300 = L. 20,2$; 350= L. 23, $0^400 =L. 26,75. 

Per ogni foglio tuccesiivo di pagine 8, o parte di etso (oltre la sp^a di com* 
posizione, come sopra, per le pagine eccedenti i due fogli di stampa) : 

50 eseraplari == L. 3, 75; 100 = L. s» 25; 150 = L. 7, 2$; 200 = L. 8, 75; 
250 ssL 10,7s; 300 s=L. 12, 7s; 550 = L. 14,75; 400 =L- 16,75. 

Le tavole sono a carico degli Autori. 
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Questo lavoro si riattacca alle note ricercbe dei sigoori Noe- 
ther, Bertini, Guccia, Del Pezzo, Segre, Martiaetti, 
Jung, Castelnuovo suUa riduzione dei sistemi lineari di curve 
piane (*). 



(*) Noether: Zur Theori$ d$r eindeutigen EhenefUransformationen (Math. 
Ann. Bd. V, s. 635); 

B e r t i n i : Ricercbe sidle trasforpiaf^iaui univoche involutorie net piano (Ann. 
di Matem., t. VIII, , pag. 244); 

G u c c i a : Generaliwaiione di un teorema di Noether (Questi Rend., 1. 1, 
pag. 1 39), SuUa ridu^ione dei sistemi lineari di curve ellittiche e sopra un teorema 
generate deVe curve algehriche di genere p (Ibid., t. I, pag. 169) e Due sistemi 
lineari Sordine mimimo^ di genere jp = 2 (Ibid., t, I, pag. 388); 

Del P e z z : Suite super ficie dell*n^<* or dine immerse nello spa^io di n di* 
mensioni (Ibid., t. I, pag. 241); 

S e g r e : Sui sistemi lineari di curve piane algehriche di genere p (Ibid., 
t. I, pag. 217); 

Martinetti: Sopra alcuni sistemi lineari di curve piane algehriche di ge- 
nere due (Ibid., t. I, pag. 205); 

Rend. Ore. MaUm,^ t XIII> parte i%~Stainpato il i} sett^mbre 18^. ; 



■L 9E FEAVCXIS. 



ordbe^ flu casasstc & &mmxzFmt en TcsisttflKi, serr^nioa £ 
00a trifionsiJzicNK pijsa Juffij^ Afpoato 4|ai umuw chc La dj»- 
ficariooc Jci Cmci £ orre piiac £ gcoere 2 si fo6 Eu- i li| M i ki i 
da ifocib 4ci pbot doffi f jaauC ta as conn £ iBrimniii sia 
d<il'or£oe a* cm m pooio^ O^ (as — Q-plo o (as — 5>pIo. 
QocfC^cvdiiie d'ider oii Tome riduamato dal dumo proC Eori- 
^uctf al quale sooo luto £ pocer rcodcre pubUicaniaite tttc graaxe 
per i ccmif^i £ coi m't stato largo. lo possiedo in effctd tale das- 
fiiicazkioe^ ma 000 bo credoto di porta qui, per doo rendere ancor 
pi6 Ittogo il lairoro. U tneiodo dei piaoi doppi si presta per6 per 
ireder soKfo rcfisteoza dci bsd trorati* 

Dittio il mio laToroeqodli dd sigg. Bertioi, Segre, Goc- 
cia, Martioetti e CasteloooTo, si pii6 £re completa la ri- 
dozfooe dei siscemi lioeari £ cture piane £ genere 2. 

I, Not cofiffderiafno come cqaiTalemi due sisteim lineari di 
cttfirc che poftano dedorsi Tooo dairaltro me£aote una trasforma- 
aione Cremoniana, e a propooiamo la ricerca dei tipi (ooo eqaiva- 
letiti) dd fafci di conre piane di genere 2. 

Dato nn fascio (in'edacibile) di carve di genere a, denociamone 
con n Tordine, e con r , , r^ , . . . , r, le molteplidtl^ dei punti base 
(alcuni dei qnali ancbe infinitamente vidni tra lore nel senso di 



Jung: Rk§rck$ $ul iisUmi Hntari di g$iur$ fmalunqui t sulla loro ridm^ 
%ion$ alVordim minimQ (Ann« di Matetn^ t XV^i pag. 277 e t XVI^ pag. 291); 
Catttlnuovo: SulU sup$rficl$ algtbrich$ 1$ cui siiiani plane sano curve 
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Noether). Si avranoo le due relazioni : 

(i) iff=«* 



(a) 2!f, = 3ii + a. 



Inoltre si hanno le diseguaglianze : 

(3) fi^n — i (1=1, »....,*) 

(4) ''< + ''/ ^ » (/, / = I, 2, ... , *; i^f) 

(5) 3 < «. 

Le formole (2) e (4) mostrano che : 

Un fascio di curve di gentre 2 non pud possedere nuno di tre 
punti base (distinti od iDfinitamente vicini) (*). 
Pooiamo Tordine delle r^ in guisa che sia : 

(6) ^ ^ ^ ^ ^ ^ • • • ^ ^ > o- 

Se r^ + r^ + r^^n, i tre punti r,-plo, f ,-plo, f ,-plo non sono 
certamente in linea retta. Quindi se es si sono a distan^a finita fra 
hro owero ancbe infinitamente vicini, purcbi al punto r^-plo non siano, 
stparatamente, infinitamente vicini i punti r^-plo, r^-plo si pud ese- 
guire una trasformaT^ione quadratica, avente per punti fondawentali 
i tre punti dati; ed il fascio trasformato del data ba V or dine infe- 
rior e ad n. 

Dico che, 'escluso un caso ecce^ionale, ancbe quando, pur essfndo 
f, + r, + ^j > «» i p^nti r^'plo ed r^-plo sono, separatamente, infi- 
nitamente vicini al punto r^-plo, si pub sempre trovare una trasforma- 
{ione Cremoniana la quale abbassi Vordine del fascio. 

C) Veramente, mediante le diseguaglianze date, potrebbe dirsi qualche cosa 
di pid, ma a noi basta semplicemente questa proposizione. 
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4 M< DB FIANCdiS. 

Per la dimostrazione, canguuno alqiianto le not 
niamo : 

sopponiamo inoltre, per maggior generaliti^, che al puoto /-plo si 
siano anche separatamente awidnad pdnci di raoltiplidti^ i,, i^, •••#t^ 

(V ^ 2). 

Dico che esistono piinti base due questi. Basts osservare die 

(7) » — 2 ^; ^ »,-♦-«'. + • • . + K> 

cd osservare cbe^ sc i punti base fossero questi soli che noi abbiamo 
considerato, la (2) non sarebbe verificata. 

Indichiamo dunque con b, , b^ , . . . , b^ \e moltipliddi dei 
punti base diversi da quelli considerati. 

Si ha, per ipotesi, 

(8) /■ + »•. + ».>« 

ed inoltre i tre punti /-plo, i,-plo, vplo sono i punti base di piA 
elevata molteplidti^, ^ ^ / ^ ^ + h ('i> U I> <>)> quindi si pu6 
supporre : 

^ ^ *i ^ *» ^ • • • ^ *i» > <!>• (r*^ 

Se totanto / + 2 A, ^ ii , si pu6 sempre con una trasfbrmazione 
quadratica abbassar I'ordine del fasdo. Difatti, se il punto i&,-pIo 
non cade nel punto /-plo (cioi non h un punto saUlliU di qual- 
cuno dei punti vpii)* U trasformazione quadratica cercata i, p. e., 
quella che ha per punti fondamentali il punto ib,-plo ed i punti /-plo, 
j,-plo. Se poi il punto &,-plo fosse satellite d'un punto i^-plo, sa- 
rebbe i\ ^ i&, e quindi / + i\ + ^1 >* it, laonde la trasformazione 
quadratica avente i punti fondamentali nei punti /-plo, vplo, A,-plo 
abbasserebbc Tordine del fascio. 
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Rflit* qoiadi da far I'tpotesi : 



i 



; + a *, ^ «, 



« — / 



dalla qoale b^ ^ ^ . PoQiamo : 



w 



I «=-("-f^)" 



•a ■> 



Risulta essere : 



o < »» *^ n o < /» ^ I* 



laoode 



(10) 









Gm ci6, Id fofflid« (i) e (2) diono : 



(11) 



{k^U%, w., (A^ 



(*« X. 2| ... f V) 



(") 






Da queste, eliminando X^a [cioft moltiplicaodo la (12) per 



n — j 



9 sottraeodo da essa la (11) e riducendo a zero il primo 



membro}, si ha : 



(»3) o^^iiJ-n-2) + C^-/ - I.) ,;g ,,. 



6 M. DB rtA acais. 

^Mfoio / + ;, + ;,>, ed 1. ^ ».. « / + si, > a. ooi 
I, > ~^ ed iookre i 



j. 



gn^gh^/. 



quindi sar4, a mag^or font. 



" — / 



od ancora 

(14) " -y ^ ^ (a> - ») +>(« - / - «.)• 

Oray + i, +i,>ii, «, +»,^;, quindi ay>ii, do* a/— «><). 
looltre y + «, j^ « e quindi » — 7 — », ^ o. S^oe perd6 
daUa (14) 

dcfwtodo essere 2 J — n ^ o, « * / ^ o, da questa ricavasi 

a^a/ — «>o. 

Laoodc o ay — n = I, ottcio ay — « = a. 
DtscutiaiDo partitameote qae$ii due casi : 
f^ Caso: ay — «^K — Posloy = (u ricaTasi tt = af — ic 
l4 (14) di 

Siimlo^ per ipo(tsi» f^A ^'^H + ^> ^^J^» « V^^^ 
f^^f-^i^^^ <|iKSta tecyMffaMt ma i posabile che per 
^.Mm, f.^ $^:=z.o osssa per t\ =2^ — 1^ Im tal casiK s^^ oecessaria- 
m9tmi^=i (per la cwhioiiciie / X < + C ^ ^ ^X «* * ccrta- 
jUmn ^^ i» Se A, i > i> ^ p^iMi> t^^fift> a i a rtwrata finiu dal 
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r pumo^'-plo ovvero s'i indefiaitamente avvicinato al puoto i,-pIo. In 
entratnbi i casi quesci tre punii individuano una trasformazione qua- 
dratica che li ha come fon dam entail, e dessa abbassa I'ordine ». 
Se poi h^ = I, ma esiste qualcuno dei punti h^-pli il quale sia a 
distanza Jinita dal puoto y-p1o ovvero sia punto satetHte del punto 
i,-pIo, la siessa condusione s\ pu6 Irarre. Essa non si pu6 pii trarre 
qoaodo tuiti i punti /t^-pli fosscro semplici cd inJinitamente vicini al 
pUBto vpio (qui semplice); denotando con s i! loro numerot dcve 

I essere, per le relazioni (i), (2) : 



^ 



(2 p — 0* = (p - 



■i)' + ?'+s 



2pCp — j) = o. 

Da questa, essendo p>-o, si ha p^J, laonde «^Si 7=3> 
1,^2, f = 13. II nostro fascto deve dunque essere ud fasdo di 
curve di 5° ordioe, aveote un punto, I, come base triplo cd a questo 
infioitamcnte vidno un punto, 2, come base doppio, cd inoltre 
avenic dodici punti base semplici, 3, 4, ;, . . . > 14, tali che, per 
2<^J<^r4, il punto j + i 4 satellite di j e che 11 punto 3 4 sa- 
tellite di I. 

Sc i punti I, 3, 4 non sono in linea rctta, esiste la trasfor- 
mazione Cremoniana di 3° ordine di cut la rcte omaloidica ha un 
punio base doppio in i e punti base sempUci in 2, 3, 4, ;, e questa 
abbassa i'ordine del fascio. Invece non esiste alcuna trasformazione 
Qcmoaiana che abbassi I'ordine, quando i, 3, 4 sono in linea 
retta (•). In tal caso soltanto dunque il fascio di 5° ordine t d'or- 
dine minimo. Tal fascio verri denotato cot simbolo 

(C,) = (l'. 2% 3, 4. s 14), : [(I. 2). (I. 3. 4 14). (I. 3. 4)J- 



K, IS, t3t 



g : loc. cit,, Mem. tt, J 7. Toglicndo dil fasdo ( C, ) i punti base 
, si otiiene un sJsicma lineare n) d'ordine minimo gil jncootralo 




IL Dl rii«c*i>. 



s* Cam: ^— assa. In tal cuo, fostaj^f, si )u s=2f — i 
• !• (14) ii : 

o^ffr — » — ',). 

P«rei6 f — 3 — I, ^ o (es-icnJo p > o). Ma « sa Jorer oserc 
» — a — 1,^0, niiiniii p — 2 — i, = o, dot >,=p — j. Ma alloci 

Ouerviailo che, per ipotesi, ft, ^ 1, e cfae risalt6 >,^3t se i 
it^2, denotiti con /t, — i il numcro delle h cbe bmno tl valor 2, 
e con />, il numcro di quelle che sono eguali ad i; se poi t, ^ i, 
poniamo p, = o c con ^, — i dcoociimo il oumero delle b (luttc 
eguali ad 1). In ogni case, si avranao le due equazioai Q>romuead 
d. (0.(2)1; 



ap 



'4t = 4P» + P, 



= 2 ft + ^. , 



dalle quali 




/), = up — 2p' — 4. 

Da queste, dovcndo csscre P,'^o, P, ^0, ricavasi 6>-p>| 
e quinji si hanno i due casi p = 4, p = 5. II i" caso di w «= " 
/=:r 4, (', =r: 2. />, = ii ^, = i^t cioi uo fascio di curve di 6' 
dine con un punio base quadruple), due puati base dof^i ad c 
infiniiainente vicini e 12 punii base sempltci. 

Quesii o sono a diitanza finita dal puoto quadruple od iafiolT^ 
tamcntc viciiii a qualcuno dei punti base doppi. In ogni caso, c*|l 
sempre una irasfornaaeione quadratica che abbassa t'ordine del fin 
scio ('). II 2" caso (p=S) di fi = 8,y=:s, i, = }. p,=6, /», = fi. 



(•) Togliendo invcce i ti puaii biie lemplici, si ottieo 
ne rainimo (dt. G u c C i a : Du» tUtemi, etc., Uk. cit.}. 
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^P fUDUZIOKE DEI FASCI DI CURVE PIAN^ DI GENERE 3. ^ 

ossia un fascio di curve di 8° ordine con un puDIo base qulntuplo 
uno triplo, 6 doppi e 6 scmplici. Comunquc si dispongano fra di 
loro infini tarn elite vicini i punii base di qucsto fascio, si vede che 
si pu6 sempre abbassarne I'ordioe mediants una irasformazione qua- 
dratica. DifattJ, se qualcuao dei punu doppi i a distanza tinica dal 
punto quintupio, la trasformazionc qiiadratica che ha come fonda- 
mcotali tal punto ed i punti qutntuplo e triplo esisie ed abbassa 
rordinc. Sc poi tmti i punti doppi cadono sul punto quintupio allora 
c« n'i qualcuno che s'4 prima avvicinato al punto triplo ovvero 
c't un punto doppio iniinilamente vicino al quintupio (separaiamente 
dal tripto) e tutti pli altri punti doppi sono infinitamente vicini ad 
esso (succedcndosi I'uno all'altro in un certo ordine). In ognuno di 
lali casi, esistc evidentenionte una trasformazione quadrarica che ha 
la proprieti di abbassare ['ordine del fascio. 

La discussione precedente porta duoque al seguente lemma : 
5^ i tre punti bare Hi molliplicith pilt tlevata di un fascio di 
curve piant di ^tnere 2 e d'ordine n hanno la somma delle loro mol- 
liplicith ^1, coiiianqnt poi siani) legati fra loro, esiste sempre una 
trasforma^iont CrentJniana che, abplicatu al fatcio, ne abbassa I'or- 
dint, escluso il caso di un fascio 



(Cj) = (l', 2*. J, 4, s. 



. 7. 



8, 9. .... 14),; 
>4). (r. 3. 4),1. 



tioi d'un foicio di curve di /" ordine dotate d'un punto, i , base Iriplo, 
un punto, 2, base doppio, infinitamente vicino ad s, e dodici punti 
base semplici, 3,4, J, • ■ . ■ 141 di cm 3 i infinitamente vicino ad 
{, 4 a 3, 1 J 4, etc., e tali che i, 3. 4 sono in tinea retta. 
^^1 L'esistenza di questo fascio sari accertata piili oltre. 

^^K 2. Dal momento che un fascio di curve di genere 2 e d'ordine 
W ha accessariamcnte almeno tre punt: base, c che, quando la sooima 
dclle Ire mo'.iipliciti pii elevate (r, -J- '", + ',) i > n, I'ordine n 
pa6 sempre abbass.irsi meJiante unj irasformazione quadratica, esclu- 
sioo fatta del fascio (C) del n° precedente, segue che la riccrca 
dc i tipi dci fasci di curve piane di genere 2, si pu6 far dipendere 
I. Cire. M-UcfH., I. XUI, pirtc i*,— Sumjiaio il ij si:ttembr« tS^. 3 



«. »S rAAVCMIS. 



i bw ofmwJkm Jl (Q pR^cao] 4a&a ocoa 4d 
£tfd ii carve i'ar£Be s c flEBcre a is ai i 



0$) ^-rr, + r,^«. 



d'jYcre OB ftfdo £ canrc 4i fE^etc a c 
t^mjmt m fa cm valga la (15). 

Drfb (i) c 4alU (1) dd a* I si lican : 

(iQ r,]^r,-2;< = »(jr,-a)-r,(r, + r, — a)+r: + f^ 

di qoott ^ per k (6X ^o» ed i =0 aolo 
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(17) r, = r^=r,= ... =r^ 

(If) tidr,-*) — r,(r,+r,-a) + f: + r;^o, 

ore il iffao d'ogaagUaaia pii6 sossistere solo oel caso ia an siaao 
verifioae U (17). Per le (6) e la (15) t 3 r, ^ a, qamdi dalla di- 
fcgajgMaaiJ precedeau e dalle (15) si trie fiidbnence : 

(^ + ^ + 0(*^ — ^ — O - ^(^ + ^ — a) + < + ^^o, 
OMa, sviloppaado e divideado per a» 

Of) ^(^+ — ^^^o. 

Qai abbiaoio da coostderare due ca^ : 
I* Caso.— Sb 

^(^ + — ^^ = o. 

Allora, dovendo csscrc r, ^ r, ^ r, , si vedc che deve essere 
ncccssariamcDtc r, — i = r^ = r^. Ncl oostro caso isiollrey ia (18) 



. /lONB DEI fhSa m CORVB HAM DI GBKBtlB i. tt 

..lo =, quindi valgono le (17). In complesso, dcT^essere: 

f , — I = f , = f , = . . . = f, = p, 

^0 un numero intero e ^o. Inoltre la stessa (18) di 
: =n. 
Vi (2) del n' 1 d& tllora: 

'P + i = 9P + 5 



:a 



(i — 9)p = 4. 

Si ptt6 ia ire modi soddisfiire con nameri ioteri a quest'eqna- 
zione. Si haoDo le soluzioni : 

(a) 1=13* P = i 

(b) s=tt, p = 2 

(c) s=io, p=4. 

La solummc (aj offre n = 4» r^^^i^ r, = r, = . . . = r ,, =r r , 
dot UD fascio di curve di 4^ ordine con on ponto base doppio e 
oon I a punti base semplici, fascio cbe indicberemo con 

(QaB(i*, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, 12, 13X. 

La (b) offre n = 7, f , = 3, r » = r , = . . . = r „ = 2 cio4 un 
fascio di curve di 7^ ordine con an punto base tnpto ed altri 10 
panti base doppi. Questo fascio si denoterji con 

(C^) = (i\ 2% 3". 4% $% 6% 7% 8% 9% io\ xi% 

La (e) finalmente offre 11=13, r^=z$ f,=:rj= ... =:f^=4, 
cioi un iisdo di curve di 13"^ ordine con un punto quiintuplo c 



II IC DB P14VCB.LS. 

oovc pond qiiadnq>li. Tal hsdo st dcooteri coo 

(C.,)s(i», a*. j«. 4*. J*. 6*. t, 8*, 9^ io%. 
a* Cuo. — Sia brece : 

Qaesta dji nccessariamente r^=ir^=ir^=:ir (r essendo on 
intero^o). Qui la (i8) coosiderau insieme allc diseguaglianze 
n — 3r^o, f^i, di 3fr=:fli. Denotiamo on coo p^ il oumero 
di quelle r, che sooo eguali ftd r (/>o ^ 3X con p^ quelle che sodo 
eguali ad f — i (P, ^ o), coo p^ quelle che sooo eguali ad r — a, ... , 
coo p^^ quelle che sooo eguali ad i. La (i) e la (2) divengooo: 

(ao) p.f'+p,(r-iy + p,(r-2y+ ... +P^=9^ 

(21) Af +A(f-i)+/>.(r-i)+ ... +p^ = 9r + 2. 

Dalla (20) e dalla (21) ricavasi p^ < 9. Soccraeodo dalla (20) 
la (21) moldplicata per r — i> si ricava : 

(22) p.r - p,(f — 2)- 2p,(r - i)— ... —(r - 2)p^=zTr + 2, 

dalla quale si ha ^o > 7* Qnindi A> = S* ^^ questo galore, la 
(20) e la (21) divengooo: 

(23) Pnir-ir+pAr-2r+ ... +/>„ = f* 

* 

(24) P'(r — + ^C*" - a) + ... +p^ = r + 2. 
Moloplicando la (34) per r e sottraeodo la (33), 

/,(f— O + aAfr — 2) + 3^,(r-3)+... -|-(r— i)/>„ = 2r. 

qoata dalla (34) moldplicata per 1, 

-»)-A(''-3)- ... - (r - 3)/.^ = 4. 
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laonde p, ^ o. Quindi conchiudiamo che tra le r^ ve ne sono 8, e 
noQ piii, eguali ad r (e queste le denotiamo con r^jf^y . • • > r g) e 
v'i inoltre una r^, almeno» eguale ad r — i. Questa possiamo de- 
notarla con r^. Tutte Ic altrc r, sono <r. Le (i) e (2) del n* i 
divengono allora : 

(as) 2! ''? = »'— » 

(a6) Zr, = 3. 

Ora le soluzioni di quest'ultima equazione sono in numero 
finito e sono: 

(0 ''.0 = 2. »•.. = » 

(0 r„ = 3. 

Li (i) ik [per la (25)] 2 r — 1 = 3> laonde r = 2. Quindi 
n = 6, r, = f, = . . . zzz fg = 2, f^ = r,^ zzz r„ = r,, = i. Essa 
fi^rnisce un fascio di curve di 6° ordine del tipo: 

(Q)s(iS 2% 5% 4% 5% 6% 7% 8*, 9, 10, II, 12),. 

La («) dji, similmente, 2 r — i = 5, laonde r = 3. Quindi 
If = 9, f, = f, = . . . = fg =z= 3, r^ = f,^ = 2, r„ = I. Essa lor- 
nisce un fasdo di curve di 9^ ordine del tipo: 

(C,)s(i», 2', 3'. 4'. 5', 6'. 7'. 8', 9% io», II),. 

Finalmente la (/) di r = 5, e quindi : 
» = I5; f, = f,= ... =f8 = 5; f, = 4; f.o=3. 
cioi on fasdo: 

(C„)s(iS aS 3', 4'. SS 6S 7S 8S ?♦, 10').,. 
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la condnsioQc : 

/ iipi aritwutiimmt^t p§ssikili dii fmsei H €mm pimm di 
2 {mm tfmhmlmii per trMsfortmppmd Urn^mmK del pimm^ 

(Cjs(i\ a, 3. 4, s. 6. 7, 8, 9, 10, 11, la, ijX 
(Qb(i\ a*. 3, 4, s, -. , 14),; [(f , aX («» J» 4t — » mX («» J» 4X]- 
(CJai(i\ a*. 3\ 4'. 5% 6% 7*. »% 9. «o, u. i%\ 
(C)a(i'. 2% 3% 4% 5% «% 7% 8% 9% W. ii"), 
(C^»i(i\ 2», 3'. 4*. $% 6', 7\ 8\ 9% W. 11)^ 
(C.,)is(iS a\ 3\ V. $\ 6^ 7*. «♦. 9\ i<^X, 

(c„)=(i'. 2^ i\ 4^ $^ 6^ 7^ 8^ 9% 10^,. 

ovt ^ simholo (I's a\ 3^« — • > ^X ^nMfMnt m /SmJ9 it rarw 
d*ordim$ n an ptmti base i, 2» 3, . . . , i wmlHpli SicmA i «MMri 
«,.«,,«,» . • . ••• P^if^sdp (C,X ta Mlflt«M [(i. aX Of Jt 
4» . . . > I4)> (i> }t 4)il ^^<^^ cbt il pmmio a i it^Umtimie vidm 
«J I, ci« t7 ^iiii/« 3 * i^fi»it^memh victM «< i; 4 « 3; 5 41 4; . . • , f 4 
« 13 e cibf t ^iiff/1 If 3t 4 ^^0 (" ''ffM ^^«. 




3, Adcsso bisi^gna vcdcrc quali di tali fasci 

staDo. In quanto airesisteoia dei hsd (C^e (QX essasi dinostn 
immediatamente, e si trova la pi6 gencralc costruziooe dei doe fasci. 



(^ «sista« Togliendo i pumi base la, 13, 14, si ocdene naa rete 
l^J* Q^csu (etc h ule €he> iuiponcodo aUe sue curve <tt passare 
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per il punto 12 infinitamentc vicino aJ 11, restano dtterminati due 
altri punii base ij, I4, infinitamenie vicini a 12, Dico chc questa 
i proprieii di qualunquc rett [C",]^[i'> 2', J, 4, S. 6, 7, 8, 9, 10, i r]j 
che abbia i punti base ajjensati come i precedcnii, cioi che abbia 

il punto 2 satellite di i, ) di i, 4 di 3, 5 di 4 II di 10, ed 

i punti I, J, 4 in linea retta, Difatci, quando io impongo alle curve 
di [CJ il pumo base 12 infinitamentc vicino ad ti, tra le curve 
del fascio die cost verr6 a determinare c'fi la retia (i, j, 4), con- 
uta s volte. Questo vcdcsi subito, considerando, tnvece che [CJ, 
una rcte [C], irasrormata di [C^] mediante una trasformazione qua- 
dratica che abbia un punto fondamentale nel punto i e gU altri 
punti fondamenlali generici. Ora, siccome la retta (1,3,4), contata 
5 Tolte 4 una curva totaJe del fascio (C,) cosi ottenuto e non ha 
intersezioni con un'altra C, del fascio a distanza (inita da i, cosi 
il Tascio (C), staccato dalla reie data, imponendo il punto base 12 
sttellite di ll, ha gli altri due punti base 13, 14 a distanza infini- 
tesima da i e si vede subito (i meglio per questo riferirsi al fascio 
staccato dalla rete ["C,l) che il punto ij 4 satellite di 12 e 14 dl 13. 

Quindi il fascio (C) esiste e la coslruzione preccdente k la 
pifi generale. 

Passiamo ora alia 

DiscussioNE DEL FASCIO (C). — ConsideHamo il sisiema delle 
curve di 4° ordine a^giuotc a (C) (n" 2); esso i un fascio. Facciamo 
dapprinia I'ipotesi che tal fascio sia irreducibile. Dico che ci6 non 
pub esscre. Difatti, se le C^ generiche aggiunte a (C ) sono irrcdu- 
dbili, costituiscoDO un fascio di curve di genere 2, e precisamente : 

I (Q^Ci*. 2. 3. 4. S. 6. 7. 8. 9. '0. ". ". MX. 



cssendo 12 e i) due ceni punti del piano. 

Qua pcro si pu6 far I'obbiezione che, quando i punti base 
I, 2, . . . , 11 (bssero (tutii od alcuni) iDfinitamentu vicini, potreb- 
bero fofse le C^ acquistare qualche moltipliciti piii elevaia in qual- 
CODO di essi c perci6 [tuttochi fosse (C^) irreducibile] potrebbero non 
essere pii Ic C, di genere 2, Ma 6 chiaro che in tal caso si pu6, 
mediaotc uaa trasformazione quadratica, ponare (C) in un (C) 



I< M. DB FRANCHIS. 

dellt stcssa natura avente nducibilc il sistema aggiunto (di 4* or* 
dine). Escludendo quindi il caso che il (C^)possa mediante trasfor- 
oiiiiont Cremoniane ridursi ad un (C) le cui aggiunte di 4' ordiae 
siano riducibili, abbiamo che il sistema aggiunto (C^) i quello che 
tUHamo g\k scritto. 

Le C^ secano le C^ in gruppi dell'unica g\ esistente su una C^, 
quindi i gruppi di punti secati sulle C^ da una C (o viceversa) 
sono allineati col punto i. In altri termini, le rette per i secano 
una C in 4 punti che constano di due gruppi dell'unica gl su C . 
Per ognuno di qucsti gruppi passa una C^. Fissata quindi una C » 
ftcciamo corrispondere ad ogni retta del fascio di centro r la coppia 
di curve C^ che passano per i due gruppi della g] secati su C dalla 
retta data. In tal guisa, determiniamo una proiettiviti tra Te rette 
del fascio (i), e coppie di curve di (C^) che costituiscono entro la 
forma fondamcntale fascio una involuzione di i* specie e 2^ grade. 
In altri termini, otteniamo una corrispondenza proiettiva tra il (ascio 
di rette (i), ed un fascio riducibile di curve di 8^ ordine : 

(Q)^(I^ 2\ 3\ 4'> 5% 6\ 7\ S\ 9*, lo*, 11% 12', 13% 

II luogo dei punti comuni a curve corrispondenti di tali due 
fasci proiettivi ft una 

C,s(i5^', 2**'% J***', 4-"S ..., lo'^'^ 11*-^". 12*^", i}'**'0^ 

(f , ^ o) 

dalla quale deve staccarsi C^. Resta una 

C.s(i*^', 2\ j'S ... , I0'«, II'", I2*^'% i3*^'0.. 

Per rirreducibilitJ di (C^), ricavasi t, = o c la conica C, 6 una 
retta, (i, 12, ij), , doppia. Questa non pu6 contenere altri punti 
base, ed i fondamentale per (C^). La sua residua rispetto a questo 
i una Cj=(i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9, 10, ii),. Ma questa non 
pu6 esistere, se (C^) i irreducibile. 

Resta quindi da far Tipotesi che il fascio (C^ abbia Taggiunto 



nducibile (pcrchi sopra s'i visio che sempre a questo possiamo ri- 
durci, quando le C, aggiunte abbiano il genere <[2). 

Tale riducibilit^ pu6 avvenire soUmcnte per la presenza di parti 
lissc h ogui C^ aggiunta; ci6 perchS, se una C, aggiunta a (C) si 
coinpoaesse di due parti variabili (id un fascio), ogauaa di queste 
secherebbe neccssariameme in un putiio oga'i C , e quindi le C sareb- 
bero razionali. La parte (issa coroune a tutte le C^ aggiunte dev'essere 
(per la siessa ragione) fondamentale per (C) e d'ordine <;4. Si vede 
subito che la parte variabile dell'aggiunio a (C) con pu6 essere ah 
ana conica ni una retta (come si vede contandosene le intersezioni 
colle C^ , in lutti i possibili casi), quindi dev*esscrc una cubica. 
Sicchi le curve dell'aggiunto (C^ di (C) si devono comporre d'una 
retta fissa e dl una curva C, variabile in un fascio. 

La retta fissa, essendo fondamentale per (C), deve contenere 
il punto t e due altri punti base, p. e., 2 e 3. Quindi i punti t, 
2, 3 sono allineati ed i punti r, 4, 5, 6, 7, 8, 9, to, 11 s(mo punti 
base d'uQ fascio di cubiche 

(C,)s(i, 4, s, 6. 7, 8, 9, ro, II),. 



Quesle cubiche sono certamcote ellittiche [ancbe se alcuni o 
luiti i punti base del sistema (C) fossero infinitamente vicini], ci6 
pcrchi un fascio di curve (in particolare cubiche) razionali ha la 
sovrabbondanza nulla, quindi se esistesse un punto base doppio, esso 
e gli altri punti base sarebbero punti base di (C) e ci sarcbbe una 
irasformazione quadratica ponante (C) in un (C) ed il fascio (C.) 
in un (CJ, e ci6, come s'4 visto, 6 impossibile. 

Ci6 posto, consideriamo la curva di (C) che contiene la retta 
tt}),. La residua di questa retta sari una 



H'-. 



!, 4'. >'. '". 



, 9', 10', ii'),. 



j Questa i cenaniente I'insieme di due C, ; 

C,'s^(l, 2, 4. 5, 6, 7. 8, 9, 10, ti), 

C," = (l. 3, 4. S. «. 7. 8. 9. 10. I"),. 

I. Gn, MaUm., t XIII, pane i', — Sumpato il ij settembce 1S96. 



DB PXAHCHI9. 



ie quali, esseodo il fascio (C,) irreducibile, sono Deccicarumeote 
distiote. Dunque oel fascio (C) c'i una curva compotta ; 



(". J. 4 



. 6. 7. 8, 9, 
i 9. lOi II),. 



■■X 



< 



Consideriamo una C, qualunque del fascio (i, 4, 5. 6, 7, 8, 
9* 10, 11),. Essa viettc secata dal (ascio (C) secondo una ^{. Le 
coppic di questa g', su questa ct)l»ca ellitltca C, sono altincaie con 
un punto fisso di C,. Dal momento ch« ira le C c'i U C! » il 
punto fisso su C, ^ il puma t. QuinJi It cop[>U di punli sttatt dalle 
C, tullt Cj (o viccvcrsa) sono aUintalt ton i. 

ConsiJeriamo una C^ e h serie f^ secata su di essa d«lle rette 
per I. Ogni gruppo della g\ si compone, per ci& die i'k detto, di 
due coppie ilella g\ cslstentc su C, (li quale j| t uoica e perci6 i 
quella secata dalle C,). ConsiJeranJo la curva £^^(1, 2, 4, j. 
^> 7> Si 9> I0i 1 1)| t 'I gruppo della || secalo da essa su C consia 
di due punti rluniti ocl punio 3, e quindi la C^ ha, net punto 2, 
due interscjioni riuniie colla retta (r, 2, 3),, quindi la tocca in 2. 
od, in particolare, ha ivi punto doppio. Qucst'ultimo case t da 
esdudcrc, per rirreducibilitl di (C). 

Quindi la O^ deve toccart la rclta (i, 2, 3), nel punto 2. Si- 
milmenie mostrasi che la CJ'^(i, j. 4, 5, 6, 7, 8, 9. lO, 11), 
dfve louare la rctta (i, 2, j), nc! punto ). 

Fissata una C , si pu6 siabilire una proiettivitS fra il fascio ^ 
rette per i c certc coppii; di curve C, [costituenti enlro al fascio 
(CJ una ;|], facendo corrispondcrc ad ogni rena per i la coppia 
di curve C, chc tagliano la C ncUc 2 coppie in cui sippiatno che 
si scindono i quatiro punti sczioni della rctta con C . In questa 
proiettivitS, alia rctta (i, 2, )), dcvc corrispondere la coppia di cu- 

biche c;, c;. 

Quindi : 

St tsitte il fascio {C^)^{V, 2'. 3', 4', S*, 6', 7'. 8', 9', 10', Ii'),. 
tsso dtve poterii con una trasfonna^iont quadratica ricondurre ad un 
fatcio (Cj), dtUa strssa natura, in cui: 

(a) i punii I, 4, ;, 6, 7, 8, 9, 10, it som pun't bast d'un 
fascio di cubicbt (C,)i 
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(i) I punti 1, 2, ] sono allintati, ed 1 punti 2, } sono punti 
ovt la Ttlta (1, 2, 3), i toccata da due cuhiche del fascto (C,). 

(() Inotlre, per o^ni C , isis!e una corrispondenia proielliva Ira 
U Tttit per I e eerie coppie dt curve del fascia (C,) (cosiltuenti entro 
al fascio un'involuzione g',), in moda cbe la curva C_ tia il luogo dei 
punti comuni alle rttte per i ed alle corrispondtnti coppie dt curve C,. 
In questa corrisponden^a, alia rella (1, 2, j), deve corrispondere la 
coppia di curve C, loccanii (i, 2, j), (net punti 2 t 3). 

Noi mostrercmo che, viceversa, si pu6 costrulre, mediante la 
proprieil (c), un fascio i r red u.;i bile (C) del tipo voluto, ovc siano 
verificatc le ipotcsi (a) e (ft). 

Perci6 ncl piano assumiamo uii sistema di coordinate proieuive 
(x, , .Tj , Xj), in guisa che la reita (l, 2, 3), sia la retta x^ ^ 0, 

Ietl in guisa die i punli i, 2, 3 (che supponiamo due a due distinti) 
■bbiano rispeltivamencc le coordinate (o, i, i), (o, o, i), (o, i, 0). 
Le curve C,', C^' lianno per equazioni : 









colle conjizioni : 

(») '.+'. = " 

(') {>, + ^ = 0. 

ed i da notare c!ie dobbiamo supporrc 11,^0, x, ;rf (perchi le 
cubichc C\, C! noa devono aver punto doppto net punti 2, 3). 
U fascio di relte per i pu6 scriversi : 

mcnlre la nostra involuKiune di coppie di curve C, (apparlenenti al 
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fasdo C^ + 1 C^ = o), le cui coppie corrispondooo nd modo anzi- 
detto alle rette per i, si pu6 scrivere: 

(28) qq + i.iq + gq;)(q + bq)=o. 

La corva generata dai due Osisci proiettiyi (27), (28) t una C 
di equaziooe : 

c,3x.(c; + ?q)(q + *c,")-(*.-*,)c;q'=o. 

Questa ha, in generate, in 2 ed in 3 un punto setnplice ed ivi 
per tangente la retta (23),. Per6, se vogliamo cbe essa abbia un 
punto doppio in 2 ed in 3, bisogna cbe si abbia: 

Le soluzioni 1(^ = 0, r^=o di queste sono da scartarsi, perchi, 
badando alia (/) cd alia (i) rispettivamentey si otterrebbe una C 
contenente la retta x, = o. 

Dobbiamo quindi fare : 

M «l + Y4 = 

(v) a, — ;ic^ = 0, 

le quali fomiscono valori non nulli per y^ , c^. Verificando a queste, 
si ottiene una C che ha in i punto tripio ed in 2 e 3 punti doppi. 
Inoltre essa ha punti doppi nei punti 4> 5, 6, 7, 8» % 10, 11, che, 
oltre ad i, costituiscono la base del fascio C^ + ^CJ' = 0. La C 
cosl ottenuta non contiene chiaramente come parte ni la retta 
jc, = 0, n& le cubiche C|, C^. Accoppiandola alia curva composta 
Jc,C^Cj'=o, si determina un fascio: 

(C^)s(i', 2', 3S 4', s\ 6\ r, 8'. 9\ io», ii»),. 
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Questo 4 irreducibile, perch4 nt ha pani fissc, ni la sua curva 
generica si pu6 comporre di pii curve d'uno stesso fascio (*). 

Dunquc : 

H fascio (C) tsisle e la costru^hne prtcidenU i la pHt gtneraU. 

DiscossiONE DEL FASCIO (C^). Ammettiamo per un momento I'e- 
sistenza e I'irreducibiliti del fascio 



(C,) = (.', a', 3>, 4', 5', 6'. f, 8', 9', lo', 11),. 

CoQsideriamo Ic due cubiche CJ^(i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) , 
C^^Ci, 3, 3, 4, s. 6, 7, 8, 10),. Supponiamo per il momenio : 

1° Che i punti I, 3, J. 4, J, 6, 7, 8, 9, 10 siano fra loro a 
distanza finita; 

2' Che !e cubiche C^ , C" siano irreducibili. Queste restrizioni 
▼erraoDO tolte in seguilo. 
I Le cubiche C,', C^ sono disiinte, per I'irreducibiliti di (C^), 

\ ioolcre, per la stessa ragione, non possono aver punto doppio in 
nessuDO dei puoii i, 2, 3, . . . , ti. Esse secano le C , fuori del 
punti t, 2, 3, 4, ;, £, 7, 8, 9, lo, in un punto. Tal punio non 
pu6 esser variabilc, perch£ altrimenti la corrtspondsnte curva C\ (o 
CT) avrebbe un punto doppio e la C passante per tal punto 
conterrebbe come pane la C\ (o la Cj"), il chc contraddice a! fatto 
cbe C^ (0 C^) fi secata in un punto variabilc dalle C^, Dunque I'ul- 
teriore punto d'intersezionc dellc C coUe curve C,', C" dev'essere 
uo punto base (diverso da i, 2, ..., 10) e quindi il punto tt. Si 
conchiude che 1 punti i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11 sono i punti base 
d'un fascio di cubiche che denotiamo: 



CC,) = (i, 2, 3, 4. s. 6. 7. 



"V 



La cubica C,'^(i, 2, 3, 4, J, 6, 7, 8, 9, 11),, fondamen- 
kle per il fascio (CJ, ba, rispetto a questo, una curva residua 

C,'=(i", J', 3'. 4'. s', 6-. 7-, 8-. 9. 10-).. 



(*) Li (k) e la (v) detcnntnaiio, in nn nnmero m' di modit I'involuiiloae 
Ml Euclo (^ + lCJ' = oeU proiettivitl del gruppi di quesM col fascio di 
ette per 1. In corriipondenta, *i ottengono tutte le C. del fascio. 
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Similmenle la residua Jl C"^(l, 2, 3, 4, ;. 6, 7, 8, 10, llX 1 

6 una 

C; = (i', 2', j', 4% s'. 6'> 7'. 8", 9% io)«. 

Consider! amo il fascio di curve di 6° ordine aggiunte a (C). 
Esso dev'cssere un fascio : 



CCj^(i'. 2'. 



, S*. 6'. 7*. 8', 9. 10 . . .)*• 



Ma in (C() sono contenute la Q e la Q'. quindl il fascio (C^) I 
ha un punto base 9' infinitann:nte vicino a 9 ed un punto base 10' 
infinitamentc vicino a 10. I punti i, 2, ;, 4, ;, 6, 7, 8, 9 soao 
punci base d'un fascio di curve di 6° ordine con 9 punti doppi 
(fascio d'Halphen) (*) esimitmcRte i punti i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10. 

Rcsta a discuiere il caso in cui la C| (o la C^') da noi conside- 
rata si spezzi. Anzliutto, nel caso in cui piCi puntt base di (C) fossero 
infinitamentc vicini, potrebbe la CJ (o la C,"} forse acquistare quaUhc 
punto doppio, in un punio ove succedcssc un tale addcnsatnento di 
punli base. Ma allora i chi.iro che si puo, con una trasformazione 
quadratica, passare dal fascio (C^) ad un fascio (C^) dello stcsso 
tipo, in goisa chc a CJ (od a CJ') corrisponda una conica [mante- 
nendosi di ordine ^ 3 I'altra curva C" (o C^)]. Sicchi siamo con- 
doLti a studiare il caso tn cui qualcuna delle due curve C*, ^, 
p. e., C^^i, 2, 3, 4, s, 6, 7, S, 9),, si spezzi. £ chiaro che lo 
spezzamenio pu6 avvenire soltaoto con curve di questi tre tipi : 
o 

C; = (i, 2, 3, 4, s, 6). (7, 8, 9),. 



C; = ('. 1. J), (4, !, «, 7, 8, 9).. 



(*) Per la eostrutionc e le propriety di til htdo, vedasi Htlphen: Arl 
III eeurits pUnii du sUilmt digrl ik ntuf potats douhhi (Bull, de h Soc. Math, '1 
de France, 1. X, pig. 162). 
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C;-(-. 2. 3), (4. >. 6), (7, 8, 9),, 

In ogDuno di quest! ire casi si veje ra:ilmeiiie chc tulta la 
curva Cj dcve far parte di una curva C e queslo basta per prose- 
gaire la discussione precedeate, 

Quiadi : 

Se esisle il fascia (C^, i punti i, 2, 3, 4, 5. 6. 7. 8, ti rowo 
/»unfi base di un fascio di cubtche, menire i punti i, 2, 3, 4, j, 6, 
T, S, 9 ed i punli i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10 sono rispetiivamenU 
le bast di due fasct di curve di 6' ordint eon nove punli doppi {fasci 
d'Halphcn). 

U fascio (C^) deve conttnire due curve spei^ate : una la 



(1,2,3,4,5.6.7.8.9. "),Ct'. 
Valira la 



.5.4 



5', 6', 7', 8', 9, lo')^; 



(i. 2, 3, 4, s. 6.7. 8. 10. iO,(i'. 2'. 3S4'. S'. 6', 7'. 8', 9', 10%. 



In base a quesli dati, possiamo passare alia piCi penerale costru- 
ztone del fascio (C,). 

Si assumano ncl piano, ad arbitrio, 8 punti, i, 2, 3, 4. 5, 6, 
7, 8, in maniera per6 che il fascio di cubiche per essi sia irredu- 
cibite, c sia 11 i'ulieriore punio base del fascio di cubiche, Consi- 
Jcrisi il luogo T (Ji 9" ordinc con punti tripli in i 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8) (•) del 9° pumo base dei fasci di curve di 6° ordine con 9 
punti doppi, dei quali 8 siano net punti i, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 8. So 
questo luogo piglisi il punto 9, ed indi il pumo 10, il quale sia fuori 
della cubica (1. 2, 3, 4, j, 6, 7, 8, 9),. Si suppone inoltre che il 
pttOXo 10 non si scelga in guisa che le curve 



M"' 



i'. 6'. 7'. i 

, i", 6", 7", 



lo"). 



O Hilphen. loe. dt. 
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abbiano qualche curva comune. Questo si pu6 sempre ottenere : 
basta pigliare, p. e., il punto lo in guisa . che sia irreducibile la 
curva Q ed in guisa che lo sia fuori dei dodici punti doppi (di- 
versi dai punti base) di curve (particolari) del fascio (i*, 2% 3*, 4% 
5*. 6\ f, 8% 9'),. 

Denotando con C,', C^ rispettivamcnte le cubiche (i, 2| 3, 4, 
5. 6, 7, 8, 9, ii)j ed (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11),, 4 chiaro 
che il fascio 

h uo fascio 

(C,) = (i', 2\ 3\ 4', 5', 6^ 7^ 8', 9", 10% II),; 

esso h irreducibile^ ed h il piii generale fascio (C,) di tal tipo. 

Abbiamo cosl dimostrata Tesistenza dei fasci (C^), (Cj), (Q), 
(C^), (C,), dando inoltre per essi le costruzioni pii!i generali. 

Ora passiamo alia 

DiscussioKE DEL FAsao (C,j). — Qui dimostreremo che : 
il fascio 

(C.,) = (iS 2\ 3S 4S sS 6\ i\ 8S 9% 10')., 



\ . • 



fioii /)M(? eststere. 

Supponiamoy per un momento, a distanza finita i punti i, 2, 
3> 4» 5» 69 7» 89 9, e consideriamo la cubica 

C, = (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9),. 

Essa non pu6 passare per 10, per Tlrreducibilit^ di (C,^), ni 
avere punto doppio in qualcuno dei punti i^ 2, 3, 4, 5» 6> 7» 8, 9 
(per la stessa ragione). 

Essa ha una intersezione (oltre a tali punti) coUe C,^. Questa 
intersezione non pu6 esser mobile. Difatti, in tal caso^ C^ ha almeno 
un punto doppioj quindi due casi sono da considerare : 

i'' o C^ 6 irreducibile. AUora la C,^, passante per il punto 
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do|^io di C, , la contiene per intero> e questo contraddice al fatto 
che C, noQ h fondamentale per il fascio (C,^). 

2° o la C, si spezza. Al solito, gli spezzamenti possibili sono 
di questa natura : 

C,=(t, 2, 3, 4, 5, 6), (7, 8, 9X 

C,s(i, 2, 3), (4, 5, 6, 7, 8, 9), 

C,s(i, 2, 3),(4, 5, 6), (7, 8, 9),. 

In ognuno di tali casi, si verifica che tutta C, h concenuta in 
una C|j 9 il che contraddice al fatto che una delle sue parti ha una 
iDtersezione variabile con le C,^ (*). 

Dunqne dovrebbe Tintersezione ulteriore delle C,^ coUa C^ es- 
sere un panto Hsso ossia un punto base per C,^ e quindi il punto 
10, ma questo non pu6 essere se (C,j) h irreducibile. 

Resta da far Tipotesi deiraddensamento di due o pii punti 
base di (C,j). In tal caso, se la cubica C,^(i, 2, 3, 4, j, 6, 7, 8, 9), 
£ riducibile, ovvero, pur cssendo irreducibile non ha il punto doppio 
xn uno del punti base, il ragionamento precedente serve ancora ad 
^^cludere Tesistenza del fascio (C^^). Se poi un punto ove si siano 
^ddensati alcuni dei punti base h doppio per la cubica, c'6 sempre 
*«ina trasformazione quadratica che porta il (C,^) in un (C,^) e la 
«ubica in una conica, ossia porta al caso in cui C, sia riducibile, 
^^d il ragionamento precedente prova che (C,^) non pu6 esistere. 
Dunque : 

il fascio C,j non esiste. 

DiscussiOMB DEL FASCIO (C,,). — Qui ci conteniiamo (vedi la 
pre£iizione) di mostrare che il fascio (C^^) esiste. 

G)nsideriamo in un piano tt sctte punti: i» 2, 3, 4, 5, 6> 7 



(*) Si pu6 osservare (it che fa lo stesso) che la residua di C, rispetto al 
lascio 6 una C,, la quate b ta^e che ogni Ci^ la contiene. Perci6 il fascio C,^ & 
necessariamente riducibile. Questa osservazione giova incg'io quando i punti base 
sieno infinitamentc vicini. 

Xmd. Circ* MaUm.i U XUI, parte i%— Stampato il 19 novcmbrc 1898. 4 
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di cut i puati ly 3» 4f 5i 6» 7 sdano sopra uoa conica^ e coosi^ 
deriamo la rete di curve di 3** ordine per i punti i, a, 3, 4, 5, 
6y 7, rete che indicheremo con [CJ. Si pu6 stabilire una corrispon- 
denza proiettiva fra le curve Ji [C3] e la rete delle rette di un piano 
it'. Facendo corrispondere ai due punti (variabili) intersezioni di due 
C, della rete il punto intersezione dellc rette corrispondenti, si ha 
una trasformazione doppia del piano « nel piano x' (*). 

La curva di diramazione del piano x' t una curva di 4^ ordine 
C^ avente un punto doppio O' il quale corrisponde a tutta la conica 
(2> 3> 4. 5> 6f 7), del piano x. AUe rette di x corrispondono in 
it' curve di 3° ordine aventi in O" un punto doppio e tangenti in 4 
punti variabili alia C^. Al punto i di x corrisponde una retta di ts' 
non passante per O' (e tangente doppia di C^> mentre ai punti a, 
3> 4» 5» 6i 7 corrispondono le 6 tangenti che si possono condurre 
da (y a C^. G)nsideriamo in tt' un fascio (irreducibile) di curve di 
5* ordine passant! per O semplicemente ed aventi 3 tacnodi 8', 9', 
10' posti su C^ ed aventi ivi come tangenti tacnodali le tangenti a 
C^. A lal fascio di curve corrisponde nel piano x un fascio (irredu- 
cibile) di curve di 13° ordine 

(c.,)=(is 2\ 3'. 4*> s\ 6^ 7^ 8^ 9^ io*)„, 

ove con 8, 9> 10 abbiamo denotato i punti corrispondenti ad 8', 

9'. 10'. 

E con ci6 & dimostrata I'esistenza del fascio (C,,). 

Quindi si pu6 conchiudere : 

/ tipi (non equivahnti per trasformaiioni bira:(ionali del piano) 
del fasci di curve di genere 2 sono : 

(fl) (Q = (i*, 2, 3, 4, s, 6, 7, 8, 9, 10, II, 12, ii\ 



O Per lo studio delle trisformazioni doppte, vedasi De Paolis: Le trth 
sformaiioni piane doppie (Atti della R. Accademia dei Lincei, 1877), mentre per 
la loro classificazione in tipi vedasi : C 1 e b s c h : Ueher den Zusammenbang eimr 
Classe etc. (Math. Ann., Bd. 3), Noether: Ueber die ein-iu/eideutigen Ebenen" 
transformationen (Sitzungsberichte dcr phil. med. Soc. zu Erlangen, 1878) c Bcr- 
tini: Dedu^ione delle trasformaiioni piane doppie dai tipi Jondamentali dille %nv(h 
lutorie (Rend, del R. 1st. Lombardo, t. XXII, ), 
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(*) (C,)s(i', 2% 3, 4, 5, .... 14),; 

[('» 2). (I. 3. 4. 5. . • • . 14). (i» 3. 4).] (•) 

(0 (Q) = (i% 2\ i\ 4% s', 6*. 7'. 8% 9, 10, II, 12), 
(i) (C,)s(i', 2% 3', 4% s\ 6% 7*. 8', 9% 10% u*), 
(0 (C,)s(i', 2', 3'. 4'» 5', 6', 7\ 8', 9% 10% n), 

(/) (C.,) = (iS 2\ 3% 4% 5% 6*, 7*. 8«, 9*. lo*).,. 

La costruzione pii generale del fasci (a), (i), (c), (rf), (^) i 
quella precedentemente data. 



Palermo, agosto 1898. 
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ERRATA-CORRIGE, 

A tutto 11 brano che va dall'ultimo rigo di pag. 6 al rigo 9^ di pag. 7, 
sostttaiscasi il seguente: 

Sicch^ tatte le b sono eguali ad i, c, denotando con s 11 loro numero, dcve 
essere, per le relazioai (i), (2): 



(^ Per la spiegazione di qacsci simbo!i vedasi il n° 2 (ultimo enunciato). 
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V...-.-:^ if^. >. ErBCBigilia Dt«i«l«. in Torino. 
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isef^cdcibile si demisce come mu 
:r :no::c che ogni suo elemento li- 
i r:^ •: liaca) si mantenga di liitt- 
.£..t so..:^ DccarioDJ della tcoria delle 

fzi& i: '.znct coordinate s» v suUa 
^£. ctuaintt) dell' elemento lineare 



i/* = £.' k' — I F£%LT — Gi^t 






coUe 






> r — ^ 



% ~ 



? J = a. 



^4l"W"**k .-^. •^. -*-^ ■■"' *■* V ""V***- - 

> . * • 



• « « « « « «« 



r r»crit r prc^eti del- 
^r.i ^^^ > liacc ccxxdi- 
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Date; le condizioni della sua parziale inestendibilit^ saranno espresse, 
eyideotemente, dalle equazioni: 



E = cost., G = cost., 
of^iire: 

>£z=0, iGzzzO. 

A differenza dunque da ci6 cbe succede per le superficie iae- 
stendibili, il coefficiente F pu6 variare nella deformazione : una su- 
perficie della natura di quella considerata si pu6 chiamare una rete. 
In altre parole una rete si pu6 definire come una superficie suUa 
quale esistano due famiglie di linee, tali che in ogni sua deforma- 
ziooe si conservino di lunghezza invariabile in ciascuna loro parte, 
mentre possa variare la lunghezza di ogni altra licea. Ne segue che 
degU infiniti element! lineari della rete uscenti da un suo punto 
generico ve n'ha sempre due, e due soli, distinti che appartengono 
a linee inestendibili; e si i detto « uscenti da un punto generico », 
potendovi essere dei punti eccezionali per ciascuno dei quali accada 
che piii di due, o anche tutti gli element! uscenti da esso siano 
ioestendibili. Le linee inestendibili di una rete si possono chiamare 
i suoi fili; risulta poi che le condizioni di inestendibiliti di una rete, 

X £ = o, X G z= o, 

corrispondono al caso che la rete sia riferita ai suoi fili come linee 
coordinate. 

IL 

Le equazioni deU'equilibrio di una rete si ottengono facilmente 
colic stesso metodo impiegato dal prof. Beltrami (*) per dedurre 
le equazioni deU'equilibrio di una superficie fiessibile ed inestendi- 

(•) SuWequilibrio delU superficie flessihili ed inestendibili; serie IV, tomo III 
delle Memorie dell*Accadetnia delle Sctenze deiristttuto di Bologna, iSSa. 
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bile. Aoche Ic equutooi chc si dedurraooo stranoo perfettameiile 
inaloghe, nella forma, a quelle octenute dal Beltrami. 

Supporro per sempliciti che la densiti superficiale della rete »a 
costance ed qtuale airunit^ Decto 9 il pezio di rete che si consi- 
dera e i il suo cootomo. e riferendod a tre assi x, y, ;^ fissi ncUo 
spazio» diciamo X, y, Z le componenti ddla fisrza uniuria appU- 
cata ad ogoi elemento della rete, e X. , IT, , Z^ le componenti della 
tona unitaria applicata agli elementi del contoroo. Facendo uso del 
principio delle velocitl virtual!, e indicando con ix, Sjr, 2^ le com- 
ponctiti di uno spostainento virtuale, dcv*essere per requiltbrio: 

f{Xix + Y^y - ZiOi^+fiX,i'+ Ys^y + Z,iOds = o. 

Per scrivere in maniera cooipleta Tequaadone simbolica deU'e- 
quilibrio dobbiamo anche tener conto delle condizioni S£ = o, 
2tG = o; indicando con X e (i due fattori iodeterminati, abbiamo: 

J(XX£ + ^XG)^ = o, 
dove $'* posto H— yEG — F*i od anche: 

SomnunJo coire^uazione precedente avremo come espressiooe 

Jcl principio ^cncralc deire^uilibrio : 

f{\Xix)dc+f(TX,ix)ds 

11 tcrxo inicgrale Jcl prime mcmbro si pu6 trasformare facendo 

use di formolc note. 

Per QUvslo iuugiiuAiuo di condurrc in un punto qualunque deUa 
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rete la normale w; fisseremo su di essa il senso positivo in modo 
die un osservatore coi piedi nel punto considerate e disteso lungo 
la w positiva vcda rotare la linea n positiva per andare a cadere 
sulla V positiva (*)» attraverso Tangolo minore di due retti, dalla 
sua sinistra alia destra (cioi» secondo il modo in cui si dispongono 
di solito gli assi cartesiani, nello stesso senso in cui un osservatore 
disteso lungo Tasse :^ positivo coi piedi nell'origine vede rotare I'asse 
X, attraverso Tangolo retto, per andare a coincidere coU'asse y). 
Diciamo ora n la normale al contorno s diretta tangenzialmente alia 
superficie e intemamente ad essa; se convcniamo di assumere il senso 
positivo su s in modo che in ogni suo punto la terna formata dalle 
direzioni positive della tangente a $^ della normale n e della nor- 
male w sia direttamente congruente alia terna x^ y^ :^^ risulter^ pure 
ben determinato il senso positivo sopra s. Con queste convenzioni 
abbiamo le seguenti formole, di cui si fa uso frequente : 

J„ du du Jodu\ du/ ^ J, duds 

r dxd^x. , r d / dx\^ . , f dxdu^ . 

scstituendo nelP ultima equazione otteniamoy ricordando che & 
d9 = Hdudv: 



+ 



X[x(^.+»l?j7-4:'j7)'']^'=»- 



ed eguagliando separatamente a zero i coefficient! di ^x^ iy^ S:^ 
sotto i due integral!, si hanno i due sistem! di equazioni : 



(*) Chiamo linee u le linee sulle qua4 varia la sola u, cio& le v = cost.; 
su una liaea u si pu6 fissare come senso positivo quello secondo il quale cresce 
la u. Analogamente si dica per le linee v. 



3a 



B. D A N I B UB. 



(0 



HX = 



HY = 



HZ — 






0.) 



X, = — 'k 



dxdv 



dxdu 



duds "^^dvds 



Y. = - 



Z.= 



^dydv , iiydu 
duds ^dvds 

3_^iv d:(,du 

duds '^^dvJT 



Le (i^) si possono mettcre sotto altra forma; sommandole una 
prima volta dopo averle moltiplicate rispettivamente per ^, ^, 

~ , ed una seconda dopo averle moltiplicate per t— » x^ . -^^ . 
si trova : 



(O' 






ds 



E\~~ 4-FjA 



du_ 
ds 



-^ dv ^ du 



ds 



ds' 



oppure, risolvendo queste ultime rispeno a "^-t— e f^j-: 



(I,)" 






ds 



tanto le (ij' quanto le (i,)" sono equivaleDti alle (t,). 
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Per una determinata configurazione di equilibrio di una rete 
sotto Tazione di un certo sistema di forze le (i^) devono coesistere 

nelle due quantity '^•j— ^ t'-j— considerate come incognite, e quindi 

as as 

deve essere in qgni punto del contorao : 



dx dx 
du dv 



X, 



du 5T ^' 
du dv ^' 



Questa relazione si scrive, indidando con a^ p, y ^ coseni diret« 
tori della normale alia rete: 

essa dice che in una rete in equilibrio le forze applicate ai punti del 
contomo agiscono tangenzialmente alia rete stessa. 

AUe equazioni indefinite (i) ed alle equazioni ailimiti (i^) pos- 
siamo applicare lo stesso procedimento, usato dal Beltrami nel 
§ 4 della sua Memoria sopra citata, per avere le componenti delle 
forze secondo le tangent! alle linee neve secondo la normale w\ 
in tal modo siamo condotti alle equazioni : 



(a) 



(«.) 



H W =: D\ + D" \i. 






RtmL Circ Mittm^ t, XIII, parte i*.— Stampato il ai novembre i8^. { 
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Le quantity A D'^ sono ben note nella teoria dellc superficte 
come due dei coefficient! della seconda forma fondamcntalc; £*, , £, , 
G| I G^ sono funzioni di £, F, G che si sogliono piii comunemeote 
indicate mediante i simboli di Christ offel a tre indici di a* specie: 



E.= 



I I 
I 



G. = l»*( = 






-2F 



dF 
dfi 



afl» 



0V do dii 



2H» 



f.= 



I I 

2 



G.= 



2 2 



att ott ov 



j.dG ^ -.aC ^^dF 
av du dv 



TIF 



L*essere IF, =10 confenna il risultato ottenuto poco sopra, che 
in una rete in equiiibrio le forze al contorno sono tangcnti alia rete. 
Le (aj mostrano inoltre che se in una rete in equiiibrio il contorno 
i formato da un (ilo^ le forze al contorno sono dirette, in ogni suo 
punto, secondo Taltro filo che passa per il medesimo punto. 



m. 



Qutndo una superfide h in equiiibrio, vi ha luogo a consde- 
rare, oUre alle forie esteme applicate agli element! superfidali, 
anche un altro sistema di forze che agiscono sugli elementi lineari 
della superfide tangenzialmente alia superfide stessa, ed esprimono 
Teffctto del mutuo contatto dclle sue diverse parti. Qoeste forze 
interne costituiscooo le coddette iinsiomi, la cui definiziooe e deter- 
miiMzione noo dipende adfatto dairestendibiliti o meno della so- 
pcrfidc« 
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lo mi riferir6 senz'altro atU delinizione cbe at di. il Bel- 
trami a1 § 6 dclla sua Memoria. Dato su una rete in equilibrio 
tin elctocDto di linca ds, aoiscono su di esso due forze langenl! alia 
reie, eguali ed opposte, di cui I'una lia per component! secoodo gli 
assi U X,, Y,, Z, dale dalle (t,) e calcolate, naturalmenie, per I'e- 
lemento considerate di, i'altra ha per componenti — X,, — Y,y — Z,. 
£ I'iosieme di queste due forze che cosiituisce propriamenie la ten- 
sione delt'elemento dt, ma per comodJU di calcolo riesce opponuno 
di chiamarc tenstone I'tina o I'allra di quelle due forze, e si sceglie 
precisamentc la scccnda. Ncl far c:6 51 tleve supporre di avere asse- 
giulo su Js un senso posiiivo; se allora insiL'iiic a ds si considera 
I'elemcQlo Jb ad esso pcrpendicolare e diretto positivameme (•), la 
lensione T, dcll'elemento dt sar& diretta in modo che faccia un 
anpolo ottuso colla direztone positiva dell'elenicnto J«, Qucsta dcfi- 
nizioDc dclla tensione coincide poi con quella del Beltrami, il 
quale la dctermina tracciando sulla superficie una liaca chiusa di 
cui faccia parte ds, in modo che I'elemento dn positivo sia diretto 
iaiernamcote all' area racchiusa entro quella linca : allora la teasiooe 
T, emana dalla porzione di superlicie per la quale dn t direito al- 

i'lDtemo. 

Chiaroando T„ la proiezione della tensione T, sulla direzione r, 

dalle (i,) abbiamo dunque : 



C3) 



T,. = l 



dxdv 



T-V--^ 



dxdtt 



d2dv dydu 



^^ = ^^xr-r 



•*— duds '^dvdi' 



Kncorrendo alle (3,) avrenip invece le compoDcnti della teosioae se> 



(*) 11 lenso positive di in si pu6 (issare in modo che la term formati 
iille direcioni positive <li di, di dn c ii w risuiti direttamente congrucnie all* 
Knu a, J, 1; cri, BDChe il n" 3. 
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coade le i&c 


iHoi ieile linee » e «, do^ : 


fl1 


I 


^3 A 




r.=-^Vij- 



Ijt {Y) «»piicatB 11 omtanxo ieila regiooe ddla rcte compresa 
fra le iincc » -• 7 positive asccnti i^ an punto della rete valgono 
a iarci !a ienaizione nicjccauici id rattori a e x. Sc difatti si con- 
siderano su «]uei a^ntornu 4'i ^^icmeoti icrile linee ci e 9 uscenti dal 
puoco Jonsidenca« .1 prima suppurta una rensione le cui componenti 
sooo (vedi Beicraoii^ ;5 <i; ; 



r. = a, r. = -.|/f. 



e il secoodo ana rmiinne ii ampmcnn 



\jt r^ = o e r^ = dicono die le censtoni snbtte da^ ele- 
ment! dclle linee • e 9 oscenix da un punto della rete sooo dirette 
ri^p^ttivamente secondo le linee v e a. [odicando coq 7* e 7" i 
Talon asscluri ii quelle cen:kioni si iia s^uindi : 

<? Jalle equaaioni precedenn rica^iamo : 

'Soikte 91 75do che in un daco puncj Jvlli r^te 1 e fi differiscooo 
^o per due faciori noci dai vilori delle censiooi subtle dagli ele- 
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meoti delle linee v e u rispettivamente uscenti oel senso positivo 
dal panto dato. 

Le (4) moltipliqate membra a membro dinno: 

(40 Xpi = ±:r.r,; 

rimane nel secondo membra Tambiguitli del segno^ perchi nelle (4) 
i doppi scgoi non si corrispondono. 

Lo studio delle tensioni su una rete condurrebbe agli stessi ri- 
Aultati general! noti per le superiicie inestendibili; potrei perci6 rimet* 
term! addirittura a ci6 che si contiene nel § 7 della Memoria del 
Beltrami. Credo tuttavia opportune di scriv.ere per il caso di una 
rete le equazioni relative, anche per mettere in rilievo alcune propriety 
xiotevoli del fill. Chiamando dt Telemento di linea avente la stessa 
^irezione della tensione T, che agisce suU'elemento dSy si hanno le 
seguenti equazioni, che sono le analoghe delle (IV) e (11) del 
3eltrami: 









e queste tre equazioni insieme coUa 



(lf)■+>''^r^r+«(lf)= 



valgono a determinare la direzione deU'elemento J ^ e la grandezza 
della tensione T, » una volta che sia assegnata la direzione dell'e- 
lemento ds, e si siano calcolate, dalle equazioni deU'equilibrio, le 
iimzioni X e |a. 

II naodo reciproco di comportarsi degli elementi ds t dt, che 
risulta dalla (6), ci permette di dedurre immediatamente dalle (5) 
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le litre : 

Dt qoeste poi e dalle (5) si ricavt : 
(7) r.r. + l|t = o, 

dell A quale abbtamo gil incootrato un caso particdare nella (4^ ora 
per6 resta tolta ramhtguiti del segno. M ediante la (7), data la ten- 
sione JcUVlcmcnto ix col suo sq^no, risulta perfettamente detenxu- 
nati la tensione deirelemento €9mimgMio dt; c Ticeveisa. 

La (6) i Tequaaione di on'inTolaxioDe qoadradca in coi sooo 
coniugate le direzioni degli detneoti is e it. Gli element! doppi, 
oessia gli element! lineari ascend da ono stesso ptmto ddla rete e 
sof^tti a sola tensione tangenziale, si ot tc n g ooo dall'eqaadooe 

Esi $ono iuM^giiuri, reali dsdati o coinddcnti seoondodii i 

^ja>o, <o. =0. 



Xei prsx^ ca5C aics^^ oel ponto OMsi dei jm boo Ti sooo de» 
n^er.:: Itn^xn 5c^:$^:tt: a so^a tecsacce sasapmna-e; nd seooodo caso 
T^ n'ha iu>e« e ^I ralcc^ i^la ^ee>«)e cbc roDO o Tahio soppocu 
^ ii^> da 

$2«^ ^^;^e$(i Jv*e f!^c:»;9Ct scoc^ mv^^cci a tettviiiM cfoali in gran- 
4tmfc . l^:»sj^ 7VX ?ce x'crir.av a^x: ess^sre : i:zie £2 iriTa lete, poidii 
^(MM *ocv H%v Vi^J^r VNNTCV x.^ r«s:or- XeL^iiLCcao caso ti ha 
^M :^\^> ^^^^:J'.^c*.*^* >4.'^5nn:?c a r^-nsccc ru^jyr.ra ^^ e i Tajore di 
«(«e^x i<v\vs^L»>r i r, 0. I • :*v^*Jorc ^? e aJora pigiSnTva, cd i 

l^tffrt i^««^i )»^^vtt>^'^ x.x^x;vv ^'^cj^cr*.^. ]£2S»;:2M]C %a^o^ sara o 
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>=;o o ^ := 0, e questo significa [per le (.()] c!ie uno almeno 
dei due fill 4 esente da tension;:, D'aUra parte, se ricerchiamo gU 
elcnicnti esenli da tensionc troviatno che alEnchi tielle (s) *'^ 
7", ^ o, dev'essere >=:o, ja^o, dal chc segue che allora la (6') 
i idendcamente soddisfatta qiialunque sia la direzione dell'elemento 
d s, c quiodi ogni clemento usceote dal punto in queslione h esente 
da teasione; a meno che t'clemenio ds esente da tensione sia un 
filo della rete, ad es. una linea m, nel qual caso non t necessario 
per ranoullarsi di T, che sia X := o, cio4 vt ha allora un uorco 
eUmeiito esente da tensione, ed t uno dei due Bli. In sostanza pos- 
siamo dire che se degli elememi linear! uscenti da un punlo della 
rete ve n'ha uno che sia esente da tcnsiotie, o & unico, ed appar- 
tiene ad un filo dclla rete, ovvero, se i un elemento gencrico, ogni 
allro elemento 6 pure esente da tensione. Nel caso che I'elemento 
eseote da tensionc sia unico, poichi allora h I'eleniento centrale del- 
rinvoluzionc parabolica che si ha totorno al punto considerato, h 
soggelio ad una tensione che i diretia secondo esso stesso; cii> 
sembra in conlraddizione col fatto che i fili della rete sono coniu- 
gaii rispelto alle lensioni, ma la contraddizione 4 solo apparente, 
poich4 essendo quella tensione nulla, le si pub attribuire la direzione 
che SI vuole. 

Gli dementi firincipaJt dell'involuzione (6), cio4 gli element! 
passanti per un punto (m, f) della rete e soggetti a sola tensione 
noimale sono quelli che veriiicano, oltre la (6), anche I'equazione: 

-dudu , j,fdudv , dvdu\ , „dvdv 



cbe t la condizione di ottogonalitd degli elementi ds e dt. Elimi- 



oaodo 



dw dv 



fra questa e la (6), si irova : 



(8) 



ds 
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equazione di 2^ grado nel rapporto ^— : 3— , ed a ciascuna radice 

OS as 

corrisponde un elemcnto il cui coniugato gli i ortogonale. Si sa t 

priori che le due radici della (8) sono reali, e del resto ci6 risulta 

ancbe dal fatto che il suo discriminaote 



(E-k 



- crt- + 4f>i. = "'^^^ + "">' j-^"*^^^ - '^i-y 



EG 



non t mai negativo. 

Per avere le tensioai corrispoodemi a quelle due direziotii pren- 
diamo le formole 



ds ^ ds dn' ds ds an ^^ 



e si sostituisca nelle (j) ove si prenda per elemento ^/ lo stesso 
dn; si avrl^ per la determinazione delle tensioai principali Tequazione : 

77 + — jj — ^r, + X|i = o, 

le cui radici sono reali, poichi il suo discriminante 

diflferisce solo per un fattore positivo dal discriminante della (8), 
che & positivo. 

Le due tensioni relative agli elementi principal! sono eguali 
quando si abbia : 

£X + Gfi = o, EX — G(i = 09 



(*) Beltrami: DilU variahili eomphsse su una superficii qualunqui, — Ann. 
di Mateniatica, serie II, tomo I. 



SULL EQUILIBRIO DELLE RETl. 



E-k- 



■ Gu.z=lq. 




Nel primo caso si ha X := ft r= o, e quindi lutti gli elcmenti 
I Bscenti dal punto (u. v) sono esenti da tensione. Nel secondo caso 
i fill ID (}uel punto soao onogonali, ed inoUre k 

l:fi= G:E 

onde la (8) diventa un'identiti, ed ogn'i elemento uscente da quel 
punto h soggetto a sola tensione nomiale, la quale poi, come si ve- 
fifica fadlmente, i la stessa per da^cun elemento. In conclusione 

" pu6 dire die se in un pnnto della rete Ic due tensioni principal! 

sono cguali, la tensione & quella stessa per ogni altro elemento, ed 

i diversa da zero nel caso soltanto ciie i fili siano in quel punto 

orto^onali. 



IV. 



Dal confronto fra le superficie flessibili ed inestendibili e le reti 
^^sc:; naruralmente la secuente quesiione : clat,i una superficie ine- 
'*«r»dibtle in equilibrio sotto I'anlone di un certo sistema di forze, 
** stipponpa che e«a perda I'inesccndlbilitA salvo lunpo due famiglie 
*J> linee; si vuol sapere se sia possibile scefilierc queste in mode che 
'* »"i;te da esse indivijuata continui a mantcnersi in equilibrio sotto 
'■ ^^tlone di quelle medesime forze. La qucstione si risolve molto fa- 
^'''^»iente; basta difatti osservire che, ad es., le cquazioni (i) e (ij 
^^ Tioi ottenuce per I'equilibrio di una rete si possono rlcavare dalle 
*^*^-1oghc date dal Beltrami per una superficie inestendibile po- 
"^^^^do in queste (t ^ o e lecgendo [* in luogo di v. 

Ora I'essere ft ^ o per una superficie inestendibile significa 
^^'^di Beltrami, § 7) che le Hnec coordinate sono coniugate ri- 
I*^^o al'.e tension!; si ha quindi il teorcma : 

• Un sistema di forze, che tenga in equilibrio una superficie 
^ssibilc ed inestendibile, iiene pure in equilibrio una rete i cui fill 
Stud. Circ. Maltm., i. XIII, pane 1*.— Stitnpmo il 2} aovcmbre 1S93. $ 
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SiccoaM pot i 



\tt^cmt^ k Iff carTJfnra (c«»te iWls fete m eqnilitrio, dafla ("f) 
segiw the IT qmJrafo dt-lta tmsrone, ch« soppwta I'mia o !'ahra 
aanniotica ascenre Ja un ptmco qiKiluaque ^\\» rete, b proporzio- 

oale alia curvatim totale in t^ucl punto. [ndicando inoltre con -^ 

\\ comune valore assoluto delia torsione delle doe aninfmkke, H 



^^ 



ogm'p(inR>, coiiK ( rrofo: 



^~' 



cM pDStnmo tfrre che, nel eno Si eqoilibrio da iMi «sanmraio, a«t 
pontf ipwWicT cWIa frte fc I'fnee assmroiichc soppofwno una ter*- 
siooe proporziooaie alia torsione dclle linee stesse e oella lorodire^ 
aiofK n«desmia; in parlicoIar<: \s linec assimotiche [nanc sono esenti 
dt temione. Quesfe [voprieti' pot valgono anctiff, corm k ttalara^, 
per fe rap«Tfict« irtstendibfli. 

Le e^aaicni (i), se w poogo 






On (^ le equazfoni tfcfla prima tcma sono qnelTe dell'equi- 




(•) Cfr. M o r e r a : Sull'tqalllbrio d*U* tuperficit fisniUH ti ifmUniihili.— 
Trantunti dell'Accadenuj <ici LiMcei, aJuimta j giugoo i38}. 
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librio della porzione infinitesima della rete compresa fra le linee 
fizz=cosc. e II 4-^^ = cost.; I'analogo si dica per le equazioni della 
seconda terna. Allora la terza terna conduce al seguente teorema : 

« Se una rete h in equiiibrio sotto I'azione di certe forze, e la 
dividiamo in striscie inBnitesime mediante Tuno o Taltro slstema dei 
suoi fill, anche le forze applicate si possono decomporre in due si- 
stemi, corrispondenti ciascuno ad una divisione della rete in striscie, 
in modo che uno qualunque di essi tenga in equiiibrio la rete come 
costituita dalle sue striscie mantencntisi in equiiibrio come altret- 
tante curve funicolari ». 

Questo non & altro che Testensione alle reti di un teorema di- 
mostrato dal prof. Morera per le sAperficie inestendibili nella Nota 
ora citata, e si poteva evidentemente dedurre senz'altro dal teorema 
di Morera applicando la proposizione dimostrata sul principio di 
questo numero; come pure si potrebbe, inversamente, valersi del 
teorema enunciato da ultimo per dimostrare quella proposizione 
generate. 

L'importanza di quesra proposizione sta in ci6, che mediante 
essa si possono trasportare alle reti tutti i teoremi relativi aU'equi- 
librio di una superficie inestendibile, e questo si fa col sostituire in 
ogni caso alia superficie inestendibile una rete coi fili formati da 
linee convenienti. Alcune volte i tili della rete hanno un'importanza 
geometrica particolare, come si vede nei seguenti due casi, che fu- 
rono esaminati per le superficie inestendibili dal sig. Lecornu nella 
sua Memoria : Sur Vlquilibre des surfaces fllxihles et inextensibla 
(Journal de I'fecole polytechnique, 48" cahier). 

i^ Al capitolo III il Lecornu dimostra che « in una super- 
ficie flessibile ed inestendibile, in equiiibrio sotto Tazione di forze 
tangenti ad essa, le direzioni assintotiche sono coniugate rispetto alle 
lensioni » (*). Allora noi possiamo aggiungere che una* tale super- 



(^) Si pu6 osservare che questa proprietii vale anchc se la superficie non 6 
inestendibile. Ad es. per le reti si pu6 dimostrare direttamcnte nel seguente modo. 
La terza delle (2), nelTipotesi che sia jr=o, dk: 

Xl^^ — DflD, 
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ficie cominueri a rimanere in equilibrio sotto Tazione delle stesse 
forze anche quando cessi di essere inestendibile, conservando solo 
piA rinestendibilit^ per le linee assintotiche. Sotto ua'altra forma il 
teorema si enuncia cosi : < Se una rete, in equilibrio sotto Taztone 
di forze tangenti ad essa» ha un sistema di fill formato dalle linee 
assintotiche deirun sistema, avri Taltro sistema di fill formato dalle 
linee assintotiche del secondo sistema > (*). In particolare se la rete 
ha la forma di una superficie rigata e un sistema di fili si dispone 
secondo. le generatrici rettilinee, Taltro sistema di fili si dispone se- 
condo le assintotiche dell'altro sistema; e viceversa. £ naturale che 
vanno escluse le sviluppabilii per Tipotesi che i due sistemi di fili 
^ano sempre distinti : a meno che la sviluppabile non sia addirit- 
tura plana. 

e la (6)9 moltiplicata per dsdt^ diventa: 

DittSfi — D"iv8v = o, (a) 

iadicando con Stf, Sv gli accrescimenti di « e v nella direzione deirdemento i/. 
D'altra parte I'equazione difTerenziale delle linee assintotiche 6 

Ddu*+2Df dudv+Dffdv^=zo, (f) 

ed 6 facile vedere che le due direzioni determinate in un punto qualunque da 
quest'ultima equazione verificano pure la (a). Difatti dividendo nella (a) per 
dv^Vt e nella (P) per dv* ^ esse Jiventano rispettivamente : 

du 8 u 

Cya^ando (^)^ e (^)^ .e r«,ici dC.a (PO. si ha: (^).(^)=^. 
ma allora fc evidente che la (ot^) rimane soddisfatta ponendovi t — = (^ — j , 

— = (—\ 

(*) Salvo il case che sia nulla la tensione sul primo sistema di (ili; allora 
si comprende come possano anche i fili del secondo sistema non essere assinto* 
tiche. Q.uesto teorema, del resto, col relativo cuso d'esclusione, risulta pure im« 
liatamente dall'esame delle equazioni (2). 



2' Al cap^ IV (pafr, 87) il Lecorna ^efcrmins W .Li«>iiiMj 
<ii eiquUibTm S tin dlisscndr di riTolaztone comeBcnic un fliodo cM 
eferctti una prcssiooe Dornulc costante, e trova cfae i mcndtan cfl 
i panltcH sono \c lioee di ieii»ion« noniTalc. Da ci6ao* Jcda 
soUlD il tconva: • Una rcte awnte U foraa di ua cttnBoM* 
inJiiiiiii, sol qojlc i mnidtaai eJ i paraileb siana ccmJtaio dw i 
su in equiliktta iattt> Tazione di una pressicoe noni 
eseiciuia sulta sui wtpetficie da on fiaido ncdiauiOBelsnvn 

La sc<s«> teorcnia coo cut axnincia qocsto uiinuu c> p 
ancora di fare t^unu osscrvazionc : sc no sisieaiz di ft 
in eqoilibfio una ccna rcte, manicrri porr in eqailibrio (fnla 
aJua rcte iveme la stes&a, Ebrma ddix prima, ed Lon filisi 
mati, invece che dai priniitivi, da due altri qualunque usumi m 
Hate coniugate rispeiio alle rensiotii; sulle doe reri la dbti ibm. ioB tf' 
delle tensioni sari evidcntememe ta ste^sa. Fn pamcorxre ad una^ 
nte si potHt sempre soKitutrr, pet eib chc riguarda I'ccjuiltbrioil 
un'altra rcte coi Gli ortogpnali. J 

1 

VedTsmo ora come si parnco!ari«ano Ic equarfoni (JerPcqtiiTibrW 
per atcuni tipi speciali di supeHide, quail le superficie dl rotazioi 
!e rigate sghembe e sviluppabili, ecc. Partir6 dalle equazioni (iu 
come quelle che dinno le componenfi dellc forze rispetto a tre ( 
rezioai intimamenle collegaie coUa superficie. Le reli che noi CO 
sidercremo saranno poi formate in modo cbe le linee coordinal 
assume su di esse coincidano coi Toro tili. 



9Uper/le4e di rotaxionA 

Pteso cnme asse ^ I'asse di rotaziooe, delto r il raggio del p«> 
rallelo e f> la longitudine rispetto al piano x^, le ccordiaaBr dl a 
punta geaerico della superficie veogono cosl espresse : 

*i=feo»?, 7=rseDy, K—li*y> 

essendo ^ -^ \(r) I'equazione ddla ciuvai Moidiaas. FoHMwl* U 

I 



1 
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dcfivate di x, y^ t^ cbe ci occorrono, vcDiamo a trovare, sc poniamo 
»= r, v — ^i 

AUora le equazbni dell'equilibrio si scriw>no : 



V— 



W — 






lavece di assuroere cooac parametro n fl raggio r del parallelo, 
S^^otrebbe assumere Tarco u di meridiano; in tal caso il quadrato 
^^l^'clcmcnto iineare pu6 assumere la forma isoterma, e le equa- 
i cbe si ottengoDo valgono poi anche pel cilindro. Si avrebbe 



= fyi+Cir)dr, 




u tfie 



^ 1-4 fundofic ^(u) definitce ia cnrva metufiana. 
Le equassom dcUa superfide diTcogooo : 
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e qoindi si ha 

£■, = 0, G, = — «1»«1»', £", = 0, G, = o; 
le equazioni deU'equilibrio assumono quindi la forma : 



^ du ^ ^ 



(9) 






?>• 



Se la superficie h cilindrica, non c'i che da supporre, in queste 
ultime, ^ costante e :^ = », e le equazioni diventano, se si \egge r 
in luogo di ^ : 



(90 



U = 



r du' 



a?' 



fV'=iL. 



Superficie rigate. 

Consideriamo una rete in equilibrio avente un sistema di fili 
rettilinei, mentre i Hli del secondo sistema siano tali che le porzioni 
di generatrici rettilinee comprese fra due qualunque di essi siano 
tutte eguali fra di loro. Assumiamo un (ilo del secondo sistema 
come direttrice della rigata, e indichiamolo con C, e diciaroo v 11 
suo arco a partire da un punto fisso; siano poi p^ q^ r le coordi* 
nate cartesiane di un punto di C espresse in funzione di Vy e /, 
HI, n i coseni direttori della generatrice passante per il punto (/^, y, r) 
di C, espressi pure in funzione di v, Se allora chiamo u Tascissa 
di un punto della rete, contata sulla generatrice passante per esso 
a partire dalla curva C> le coordinate Xy y^ ;( di quel punto vengono 
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cosl espresse: 

Se si pooe 
r + m" + n** = Af», /'/ + m'q' + n'r' = JV, 



// + mj' + » 1^ = 0)30, 



e si tien oonto delle 



/» + «• + n* = I, ^'* + y** + f~ = I, 



St ottieoe 



Jf=i, F = cose, G = Af*«* + aiVi» + I, 

dove 6 indica evidentemente I'angolo d'inclinazioae delle geoeratrici 
suUa direttrice; si ha inoltre 

A 



D = 0, D" = 



H ' 



essendosi posto per breviti 



A = 



/ 



m 



n 



p' + l'u q' + m'u r' + n'u 



Calcolaodo poi i simboli di Christoffel, si ha per le equa- 
zioui deU'equilibrio : 



„ I ax cos9(MM'u+N')u-\-(M'u*+2Nu+tXM'u+N+9'sea9) 



0) 



lidu 



IP 



._ VM*u'+2Nu+i {d^ 
H 



F= 



[W ■*" IP ''J 



A 



Stnd. Circ. U^Um^ t. Xni> P^rtc i*.— S(anip4to il 6 ({ic^nibre 1898. 
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e qundi si ha 
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le equaztoni deU'equilibrio assumono quindi la forma : 



= o; 



U= 



I dX 



T3^~*''' 



(9) 



! 






IT 



^ fr-rt\ 



+ ^i*. 



Sc la superfide * cilindrica, oon c'* cbe da supporre, io qoer 
ulrimc, ^ costante e ^ = «, e le eqaazioni diventano, se si legge 
in luogo di ^ : 



(90 



U = 



r dm' 



a?' 



rF= 



Superfleie rigate. 

G>Dsideriamo una rete in equilibrio ivente ud sistema di fill 
rettilinei, mentre i fill del secondo sistema siano tali che le porzioni 
di generatrici rettilinec comprese fra due qualunque di essi siano 
lutte eguali fra di loro. Assumiamo un filo del secondo sistema 
come direttrice della rigata, e indichiamolo con C, e diciamo v il 
suo arco a partire da un punio fisso; siano poi p^ q^ r le coordi- 
nate cartesiane di un punto di C espresse in funzione di v, e /, 
/;;, n i coscni direttori della generatrice passante per il punto (/^, y, r) 
di C, csprcssi pure in funzione di v. Se allora chiamo u Tascissa 
di un punto della rete, contata sulla generatrice passante per esso 
a partire dalla curva C, le coordinate x, y, ^ di quel punto vengono 
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xz=p + lMt y = q + mii, ^ = f + ««. 
si pooe 

r + m" + n" =z M\ I'p' + m'q' + n'r' = N, 



Ip' + mq' + nr' = cos9, 



e si tien oonto delle 



r + i«' + n*=i, p'* + <^ + /'=i 



SI ottiene 



£=i, F=cosO, G=:M*u' + 2N«+ I, 

H= yWu* + 2Nu + sen* 8, 

dove indica evideotemente Tangolo d'inclioaziooe delle generatrici 
sulla direttrice; si ha iooltre 

A 



D = 0, D"=: 



H ' 



^ssendou posto per breviti 



A = 



; 



ffi 



ft 



p' + l'tt q' + m'u r' + n'tt 
p*' + ru ^' + m"u r"-\-n"u 



Calcolaodo poi i simboli di Christ off el, si ha per le equa- 
^i deireqailibrio : 

a,. I ax cose(AfAf^it+NOii+OVfVH-aMi+iXM'w+isr+e'sene) 
li du IP ^ 



p J/M*u*+2Nu+j [dik , (MM'u+N')u+cos%M*u+N+9'seti9) 1 
5 L^ "^ IP ^\ 

i$nd. Circ M^tm^ U XWf P^rte i\-^tanip;^to il 6 dic^mbre 1898. 7 
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In particoUre supponiamo che la curva C sia tralettorit otto> 
gonale delle generatrici, nel qual caso tutti gli altri fili dello stesso 
sistema di C sono ortogonali alle geDeratrici perchft geodeticamente 

paralleli a C; dobbiamo nelle equazioni precedenti porre = — - ; 
coo questo esse diventano : 



yM'u* + 7.NU + ildu "^ - ^ -""J 



(loO F=^^ I ( ^^'" + ^0" 



dv "^ Af'«* + 2^11 + I 



W = 



M*u* + 2Nu + i'^' 



Le (lo) si semplificatio se tra i fili deila rete vi i la Unea di 
stringinunto della superficie; essa t caratterizzata dall'essere verifi- 
cata in ogni suo punto la condizione 



Af*i» + isr=o, o 

e se noi v(^liamo assumerla per direttrice, cio& per Unea « ^ o, 
dobbiamo porre nelle (lo) Nc=:o; con ci6 le (to) diventano: 



17=.->= 



l/MV+sea»T3« 



ax M.Vf tt'cose + (Af' «' + tXAf'a + O'sene) 



(M V + sen'e)'u 



1*6 L^f 



_{A M Af w* + (M* » 4- 8' sen 6) cos 8 

j/jii^Tr+leQ^ U» "^ M'«» + sen*e ^ 



] 



W'^iTrn; 



M»i»» + sen*e'*- 



p Vedi B i a n c h i : Leziooi di Geomctria 4i<f«reoziale, cap. VlU. 



> 
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Se Qoi esaminiamo le equizioni dell'equilibrio di una superfleie 
rigata, ad es. le (lo) che sono le pifi general!, si vede cbe quando 
tnanca la componente normale delle forze applicate, deve annuUarsi 
il prodotto A p.. Supposto che la tensiooe superficiale, che si esercita 
sui fill rettilinei, non sia nulla, cio& supposto ^ j^ o^ dovrii essere 
necessariamente 1 = 0, cio& i fili del secondo sistema dovranno di« 
sporsi secondo Taltro sistema di assintotiche. Se invece fosse (x. = o, 
allora non si richiede piji per requllibrlo che sia 1 = 0; invece dalla 
seconda delle (10) risulta V-=io^ ossia le forze applicate debbono 
necessariamente essere dirette secondo i fili rettilinei. 

Queste osservazioni si coUegano con ci6 che fu detto al n^ 4 
come conseguenza di un teorema del sig. Lecornu. 

£ notevole il caso in cui, essendo la linea C traiettoria orto- 
gonale delle generatrici, le forze sono tangenziali, e la tensione suUe 
generatrici non h nulla. Allora essendo le forze tangenziali, ed i fili 
rettilinei formando uno dei due sistemi di assintotiche, Taltro sistema 
di fili si disporrli a sua volta secondo le assintotiche del secondo 
sistema, come s'i visto ora; la superficie che si considera, essendo 
allora a linee assintotiche ortogonali, h ad area minima, ed essendo 
rigata non pu6 essere che Telicoide rigata ad area minima. Su di 
essa le generatrici sono formate dall'un sistema di fili, mentre dei 
fili dell'altro sistema uno si dispone secondo Tasse deU'elicoide, ed 
i rimanenti si dispongono secondo tante eliche circolari cilindriche 
dello stesso passo, ortogonali alle generatrici ed aventi tutte lo stesso 
asse, che h Tasse delPelicoide. Si pu6 vedere pi6 particolarmente 
come diventano le equazioni dell'equilibrio per questa rete speciale 
quando si assuma come direttrice C il suo asse. Se questa retta la 
SI prende come asse :(, la sua equazione i ;( = v, e le funzioai 
state indicate con p, ^, r si riducono a 

^ = 0, J = o, r = V, 
onde: 

^' = 0, ^^ = 0, r'=i. 

Se poi si imagtna Teiicoide generata da una retta che si appoggi 



aU'asse C e si muova di moto rotatorio intorno aU'asse e nello 
stesso tempo di moto traslatorio parallelamente ad esso in mode che 
le velocitli dei due movimenti abbiano uo rapporto costante, detto 
f Tangolo di cui ha rotato la generatrice dopo un tempo qualunqne, 
e Jfc il rapporto costante fra la velocitli di traslazione e quella di id- 
tazione, abbiamo: 

? = *?, 

supponendo che si sia presa I'origine nel punto dell'asse dal quale 
si ammette che cominci il moto della retta generatrice. 
Sari quindi ancbe v z= Jfc 9, donde 



V 

9 = 



k • 



Se poi gli angoli 9 li contiamo dal piano jc ;(, si ha : 

I = cos -T- , m = sen -T- , « = 0, 
e quindi 

M» = -p-, N=o. 

Introducendo quest! valori nelle (ioO> si ha per Tequilibrio del- 
Telicoide rigata ad area minima di parametro elicoidale h e soggetta 
a forze tangenziali, le equazioni : 

J/n* + *• V du t V* dv 

Supetfide avUupptxbiU. 

Se indichiamo con J a la minima distanza di due generatrici di 
una superficie rigata, abbiamo (vedi ad es. B i a n c h i : Lezioni di 
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Geometria differeoziale, cap. VIII) : 



5i 



ossia, poich& & 



da = 



I 


m 


n 


/' 


m' 


n' 


p' 


q' 


r' 



M 



dv, 



I 



m n 



I' m' n' 
p q r 



=:Af*scn*e — N% 



d(S = 



_|/M*sen'e — N' 



Af 



Jv. 



Per le superficie sviluppabili c'i da porre J9=:0| do&: 



Af*sen*e — A^ = o, 



donde: 



N=±:Msen8. 



La scelta fra i due segni dipende dalla scelta che si h fatta del 
senso positive sulle geoeratrici. Prendiamo difatti Tequaziooe dello 
spigolo di regresso (che non h altro se non la linea di stringimento 
della superficie): 

essa dice che il segmento di generatrice intercetto &a la direttrice 

N 
e lo spigolo di regresso & dato da — To* ^^ come senso positivo 

sulle generatrici si prende quello che va dallo spigolo di regresso 

alia direttrice, si ha — 77i<C^> ^ quindi N^ o; e sari invecc 
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N ^ o se si fii li coDTenaoDe oppoiU. EtscDdo tffaitrario Q sano 
posidvo da assnmersi soUe generatrid, ne viene che tnche il s^o 
di N i, in sosunza, arbitrario, ma o senipre positivo o sempre ne- 
gitivo, neiripotesi che il senso positivo sulle generatrid si scelga 
coUa legge die si & detto. Noi coovcrremo di prendere N posidvo. 

Si osservi poi die se si iodica coo M il valore assolmo di )/M', 
la quaQtitl if sen i positiva, convenendosi di scegliereper an^lo 
di doe linee coordinate « e v sempre quello che i minore di due 
retd. Ne ^ene che noi dobUamo porre 

N=MseoO. 



Le equadooi deU'equilibrio di una rete avente la forma di una 
superficie sviluppabile, coo un sistema di fili rettilsnd e a diret- 
trice qualunque, si possono allora dedurre dalle (lo) ponendovi 
^^AfsenS. Con ci6 le (lo) diveouno: 



^-Mu+scni^ 



1 cos^MM'u+M'smfi+9'Mcos^)u + ( Af 'u* +2Af JiseoB + 1 XM*m+ Afsen>+e 
u (Aftt+senOy 



Aftt + sene ^ 

, fd|i (MAf « + A f^scnO + e^Afcose)fi + cosO(Af*ti + ifscn9 + ft' sen 



[: 



dv^ {Aiu + sen 6/ 



(Af « + sen ey •*• 



Quando la direttrice i una traiettoria ortogonale delle genera- 
trici, cioi quando h 6 = — , le equazioni scritte si semplificano 
ncUe seguenti : 



("0 
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Vz= 



t 



ax 

Mu + I dw 



— Af|* 



F = 






1V = 



(Mu + lY ^' 



Assumendo come direttrice lo spigolo di regressO), nelle (ii)st 
ha da porre =: o, ed iooltre l=p', m=i q', n = r'; facendo 
queste sostituzioai le (ii) prendono la forma: 



W — 



I 



^' ?* 



.'^ 



-'*/ ^fff 



r" f" 



Sc poi si chiama — e -=7 la flessione e la torsione dcllo spi- 
. p 7^ 

golo di regresso, si pu6 osservare che si ha : 



M» = /»- + ,"' + r- = -l-, Jtf'sr 



P' 



ed inoltre facendo uso delle formole di F r e n e t, abbtamo : 



p' i( r' 
f q" r" 
p"' q'" r'" 



p»r' 



$6 
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onde le precedenti equazioni dell'equiUbrio si possono anche scrivere : 



_ P ^^ 



(ii'O 






fF=-4.pi; 



in queste gli elementi geometric! che vi compaiono si riferiscono esclu- 
sivameote alio spigolo di regresso. Se neirultima delle (ii^O ^^ P^°^ 

-=^0^ si ha W=o; ci6 che si pu6 esprimere dicendo che affinchft 

una rete piana stia in equilibrio si richiede che le forze applicate 
siano tutte contenute nel suo piano (*). Questo teorema risulta 
anche dalle (it), poich& dalKessere la rete piana segue A = o, e 
quindi anche W=io. 

Per passare alle superficie cilindriche, neiripotesi che i fill costi- 
tuiscano le generatrici e le loro traiettorie ortogonali, cio& le sezioni 
rette, non c*h che da supporre nelle (iiQ /, m, n costanti; con 
questo si ha : 



Af=o, A = 



m 



p" /' 



*9f 



ovvero, indicando con — la curvatura di una sezione retta, e con 

P 

^9 Y), ^ i coseni direttori della sua normale (che ora coincide coUa 
normale alia superfide): 



A = 



I 
P' 

P 



m 

P 



n 






p 



(*) Lo stes$o teorana t dimostrito in altro modo dal L e c o r n u per le 
raperiicie i ncttenJIb ili a pag. 46 della sua Memoria. 
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AUora le equazioni 4^irequilibrio per una superficie cilindrica 
si possoDo scrivere : 

^ ' du dv p ^ 

Un caso parti colare di queste equazioni Tabbiamo nelle (9^), 

che si riferiscoQO ad una superficie cilindrica di rotazione; le(ii''') 

con p costantc coincidono difatti colle (9') quando si osservi che i 

V =z fff^ e avendo avvertenza di porre nelle (9')£z=:G onde 

aver« rdemeoto lineare ridotto a forma isoterma, come h appunto 

nellc (ir")- 

Le equazioni da noi date per le superficie sviluppabili cessano 
<ii "valere per i punti infinitamente vicini alio spigolo di regresso, 
gia^ochi basta ricordare Tequazione di questa linea per vedere che 
nei funti della superficie prossimi ad essa Ic forze divengono infinite. 
Qia^sto succede perchi noi abbiamo assunto le superficie svilup- 
pabili definite come quelle rigate per cui i nulla la minima distanza 
fra. <iue generatrici consecutive; ora propriamente non fe vero che 
qim^lla minima distanza sia nulla, ma soltanto i infinitcsima di or- 
dirme superiore rispetto alia distanza stessa nelle rigate sghembe. Per- 
tax^^ se qnella distanza si pu6 trascurare quando si tratti di punti 
della superficie che hanno dallo spigolo di regresso una distanza 
fitiita, lo stesso non si potri pii fare pei punti ad esso infinitamente 
vicini; in altrc parole si pu6 dire che in prossimiti dello spigolo di 
'^gresso la superficie cessa di essere sviluppabile, e quindi ad essa 
non si possono pi4 applicarc le equazioni dcirequilibrio che valgono 
^^ Rencrale per le superficie sviluppabili. D'altronde lo stesso si- 
^^tna di linec coordinate non verifica, nei punti dello spigolo di 
^^S^esso, la condizione che sia H ^ o; difatti nei punti di quella 
^^'^^ le linee coordinate comprendono un angolo nullo. 

VI. 

Lc equazioni deU'equilibrio di una superficie flessibile ed ine- 
^^^ti^ib^e coniengono, oltrc agli dementi relaiivi alia superficie ed 
iUnd, Circ. }i<Ucm., t. XIII, parte i\— Starapato il 7 diccrabre 1898. 8 
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alle componcnti dcUe forze, ancora tre funzioni indeterminate X, p., v, 
le quail y introdotte come moltiplicatori secondo il prindpio di La- 
gran ge, si vedc poi che valgono a determinare le tensioni interne. 
Assegnata una configurazione d'equilibrio e fissate in modo arbitrario 
le forze applicate, la condizione affinchi quelle forze tengano in 
equilibrio la superficie h che si possano detenninare tre fanziom \ 
ft, V soddisfacenti alle equazioni deirequilibrio. Uessere tre le eqna- 
zioni che legano le tre funzioni \ \jl, v non significi ancora die 
quella determinazione sia in ogni caso possibile; per6 tale possibiliti 
esiste in casi special! che dipendono unicamente dalla natura della 
superficie. Cosi h noto come questo abbia luogo ogniqualvolta la 
superficie t a curvatura positiva : una superficie siSatta sta in equi- 
librio sotto Tazione di forze qualunque applicate nei punti intemi» 
purchi si applichino al contomo delle forze convenient! (*). Un fatto 
simile non ha piji luogo per le reti; le equazioni deirequilibrio di 
una rctc contengono solo pi6 due funzioni indeterminate, X e (i., ed 
& allora prevedibile come, per la coesistenza delle tre equazioni in 
queste due funzioni considerate come incognite, non si possa assa- 
mere arbitrariamente le forze applicate, ma invece le loro compo- 
nenti debbano dipendere in qualche modo dagli element! relativi alia 
superficie. Che le forze applicate non abbiano da essere del tutto 
arbitrarie si giunge a comprenderlo anche osservando che su una 
rete in equilibrio i fill sono linee di tension! coniugate; per conse- 
guenza quando si assegna di una rete una certa configurazione di 
equilibrio, s! vengono implicitamcnte ad assegnare due sistemi di 
linee coniugati rispetto alle tension!; e le forze applicate dovranno 
essere tali da conservare la relazione che deve passare fra quelle 
due famiglie d! linee. Pef le superficie inestendibili invece una talc 
limitazione per le forze non esiste, almeno in generale. 

Per dimostrare che le component! delle forze applicate ad una 
rete in equilibrio sono legate da una relazione, e per trovar questa 
nel medesimo tempo, part!r6 dalle equazioni (2), le qual! presentano 
questo vantaggio, che la terza contiene X e (x. sotto forma finita e 



n Vedi V o 1 1 e r r a : « SuW equilibrio dille superficie flessibili ed inestendi- 
pili 9.^Jnx^\m%\ 4eli'Ac^ 4rf Un^h »erie }% vol, YIII, 
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linearmente. Cominccr6 coirescludere che i coefficient! D e D'' siano 
eguali a zero, cioi che i fill siano format! da assintotiche. AUora 
dalle (2) si pu6 senz'altro eliminare \l ricavandolo dalla terza, e 
sostituendolo nelle due prime, le quali in tal modo diveotano : 



- Vg 



F = 



HD 



9t 



X 



X 



Queste due equazioni sono della forma : 



(la) 



du 

ax 

do 



=zAX + M 



z=zBX + N, 



dove A, B, M, N hanno i seguenti valori : 



^= GtTfff — ^t 



B=.E.^-G,-l\^'' 



D 



» dv^D" 



^=^^-^^ 



^=^[?i|^ + («.--|f>«']-^-n 



I'etUtenza di una funzione X che verifichi entrambe le (12) k con- 



dizione necessaria e sufficiente afEnchi le forze applicate tengano in 
equilibrio la rete. Se deriviamo la prima delle (12) rispetto a 9 e 
la second a rispetto a si^ e sottragghiamo membro a membro, troTiamo: 

(13) B^ ^3- + (3 -3—)^+ -:> 3— =0, 

^ ^^ du dv \du dvj au ov 

e sostituendo a ^— e a ^r— i loro valori dati dalle (12) si ha : 

(14) (3 3— )^ + 3 3 +BAf— ^N=o. 

^ \ou dvJ du dv 

Se esiste una funzione X che verifichi entrambe le (i2)> questa 
funzione deve pure verificare la (14). Ora qui si possono presentare 
due casi, secondo che il coefHciente di X nella (14) i nullo tdenti- 
camente oppure no. Cominciamo ad esaminare il secondo caso; sup- 
poniamo cioi che gli element! relativi alia superficie non verifichioo 
la relazione 

dB _d^_ 
du dv—^' 

la quale non i unMdentiti, come faremo vedere piii innanzi. Sic- 
come la (14) i lineare in \ le (12) non hanno in questo case pi& 
di una soluzione comune, cio& se esiste una funzione X che soddisfi 
ad entrambe le (12), essa non pu6 contenere nh funzioni nh costanti 
arbitrarie; tale funzione poi non potri essere che 



Xzzz 



dv du 



du dv 



Ponendo per brevity 



dv du 

dB dA 
du dv 
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qaesto valore di X si scrive : 

a 

(15) X = — , 

Per ricercare la condizione cui devono soddisfare le component! 
delie forze affinchi tengano in equilibrio la rete nella configurazione 
voluta, sostituiamo nei secondi membri delle (12) a X il valore (15); 
in altre parole consideriamo le equazioni 

Se le (12) ammettono una soluzione^ che dovri essere il valore 
(15) di X, questa soluzione deve pure appartenere alle (16), le quali 
hmno allora per integrale generale 

(160 -kz^-^+c, 

essendo e una costante arbitraria. Si vede di qui che Tintegrale ge- 
nerale delle (16), quando esiste, ha la forma (16'). Ma la condi- 
zione necessaria e sufficiente per I'lntegrabiliti delle (16) t 

sicchi questa equazione riesce condizione necessaria percbi le (12) 
siano. soddisfatte da un medesimo valore di X, ed anzi i pure con- 
dizione sufficiente, perch&, verificandosi la (17), le (16) ammettono 
la soluzione (i6')j il che dice appunto che si ha identicamente 

^ = A [- M, ^ =.B \' N. 

du ^ » av <t^ (0 

Se nella (17) si lasciano indeterminate le component! delle forze 
U, F, W^ essa rappresenta la condizione per le forze che si voleva 
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trovare; si vede poi che essa non h altro se non la (13)9 nella quale 
si poDga per X il valore (15). Faceodo questa sostituzione, e scri- 
vendo pure in luogo di 12 la sua espressione, la (17) assume la 
forma: 



(»?') { 






Per farvi comparire le componenti 17, ^, W non c*4 che da 
sostituire a Af e N i loro valori e£Fettivi dati al principio di questo 
numero; il calcolo non presenta alcuna difficoltli : io non stard a 
scrivere Tequazione distesamente, perchi non ne far6 nel seguito 
alcuna applicazione; limitandomi ai termini che contengono le deri- 
vate di ordine piii elevato, si ha : 



(XVII) 






i termini non scritti contengono tutti le componenti U, V^ W soma 
indici di derivazione inferior! a quelli che compaiono nei termini 
messi in evidenza. Da questi termini intanto si rileva che la (XVII) 
i una relazione vera e propria, e mai un'identitli; basta infatti 00- 
tare che di quei sei termini tre per lo meno non possono annul- 
larsi, neiripotesi da noi fatta che D e D" non siano nuUi, poichi 
se anche delie due funzioni A t B una fosse nulla, Taltra dovrebbe 

certamente essere diversa da zero, dovendo aversi -^r ^— ^ o. 

du dv 

La (XVII) k poi lineare in V^ V^ W t nelle loro derivate, ed h 
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del secoodo ordine rispetto alle due componenti tangenziali, mentre 
h del terz'ordine rispetto alia componeote nonnale. 

Ritomiamo airequazione (14), e supponiamo che si abbia 

/ON dB dA 

(18) 3 3— = 0; 

allora la (14) si scinde nella (18) e nella 

(19) ^^^+^Ar_BAf=o. 

delle quail due equazioni la seconda soltanto contiene le compo- 
nenti delle forze. La (19) h dunque una condizione a cui debbono 
necessariamente soddisfare le componenti delle forze afSnchi le (12) 
ammettano una (almeno) soluzione comune, cio& afEnch^ le forze 
assegnate tengano in equilibrio la rete. Ma 6 facile vedere che essa 
i pure condizione sufGciente. Difatti la (18) & la condizione di in- 
tegrabilitli delle (12) quando i M=N=o, se i verificata, la fun- 
zione X che soddisfa alle equazioni 

^^A\ ^ = B\ 
du av 

i: 

essendo C una costante arbitraria. Vediamo se h possibile assumere 
in luogo di C una tale funzione di net; in modo che Tultima 
espressione di X soddisfi ancora alle (12) quando M e N sono di- 
vers! da zero, sempre ammettendo, naturalmente, che sia verificata 
la (18). Ponendo 

d^ = Adu + Bdv, 

dalla (a) si ricava : 

du \ du duj dv \ dv dv/ 



«4 
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sostituendo Delle (12), si haoDO per C le equaztooi 



(XIX) 



(W 



dC 

du 



= Me^, 



dC 

dv 



= Ne^, 



la cut conJizIone di integrabilitk t appunto la (19). Adunque se la 
(19) i verificata, i possibile dcterminare una funzione C(u, v) sod- 
disfacente alle (^), cio^ talc che il valore (a) di X soddisfi alle (12). 
Pertanto la (19) i condizione necessaria e sufficiente affinchi, veri- 
iicandosi la relazione geomctrica (iS), requilibrio della rete abbia 
luogo nclla configurazione voluta; ad ognt sistema di forze U, F, W 
che la verificano corrisponde un sistema equilibrante di forze. Piji 
innanziy al n^ seguente, vedretno che il valore (a) di \ ove Csia 
la funzione Jefinita dalle (^), h precisamente il valore pii!i generale 
di \ che verifichi le (12) quando ha luogo la (18). 

Le (18) e (19) si possono scrivere distesamente, ricorrendo alle 
espressioni efFettive di A^ B, Af, N; cost si trova per la (18): 

e per la (19) : 



d*^ ,^n ^1 D"\dW /p d, D\dfV 



+ 






D dU ra D _ 



D /j,D" ^ . a, D"W„ 



DaU'esame dei coefficienti di quest'ultima equazione si vede 
senz'altro che non pu6 mat essere un'identiti, poichi i coefficienti 
dei termini che contengono le derivate pii alte di 17, F, W sono 
certamente diversi da zero, avendo escluso il caso che D e D" siano 
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nuUi. A differenza della (XVII), la (XIX) i del second'ordine ri- 
spetto alia compoDeDte normale, mentre & del primo ordine rispetto 
alle due componenti taDgenziali. 

£ anche bene notare che la (XVIII) doq h una relazione idea- 
tica» cio& non i conseguenza delle equazioni fondamentali della 
teoria delle superficie. Per accertarci di questo fatto prendiamo le 
due equazioni seguenti, conosciute sotto il nome di formole di Co^ 

l^-^'-F.D + (£, - F,)D' + £,D-=:o 



dividendo la prima per D e la seconda per D^\ poi derivando la 
prima rapporto a if e la seconda rapporto a Vy indi sottraendole 
membro a membro, si ottiene : 

j a;^d7 ^ 5^' ~ 3^1 D" aTT ■•■ ^' ~ ^^' "■ '^'^ D" ~ ''^ ;d J 

relazione che i soddisfatta identicamente. Tenendo conto della (20), 
nonchft delle ideatiti 



donde 



dv du 



O Vedi ad es. il trattato giA citato del Bianchi, pag. 91. 
Kind, Circ. hUUm.^ t XIII» parte i\^Stampato il 9 dicembre 1898. 9 
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la (XVin) diventa : 



(XVIII)' 



a 

d 






Se qucsta fosse un'identiti, lo sarebbe anche in ogni caso par- 
ticolare; ad es. per D'=zo dovrebbe essere soddisfatta identicameote 
la relazione 

la quale ha un significato geometrico molto semplice. Ima^niamo 
difatti di fare la rappresentazione sferica della nostra rete al mode 
di Gauss, e di^iamo £^, £^,... le quantiti analoghc ad £,, f,!..., 
calcolate per I'imagine sferica; consideriamo poi le seguenti for- 
mole, valevoli in ogni caso, dovute al signer Weingarten, eri- 
portate dal Bianchi in una nota a pag. 123 delle sue Lezioni: 

|^' = £.D' + £,D- + F:D + F,D^ 

Per P' =zo esse diventano : 

£, jD" + f; D = o, G,D + F[D'' = o, 

e da queste si deduce : 

fc, ^^ 'p* n fi E* . 

sostituendo nella (21), essa si riduce a 

(21-) dF:_dK 
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e questa secondo un teorema del prof. Dini (*) esprime la condi* 
zione necessaria e sufficiente affiochi le linee sferiche (u, v) siano 
le imagini delle assintonche di un'altra superficie, la cut curvatura 
risuha determuiata a meno di ua fattore costante arbitrario; una 
voha poi fissata la curvatura, la superiicie stessa & definita per qua- 
drature a meno di un^omotetia. Dopo questo non pu6 piJi rimanere 
il dubbio che la (XVIII) sia un'identit^; inoltre siamo anche riu- 
sciti a riconoscere una vasta classe di superficie che rientrano nel- 
I'insieme di tutte quelle definite dall'equazione medesima, e sono le 
superficie suUe quali esiste un siscema doppio coniugato la cui ima- 
gine sferica i pure I'imagine dellc assintotiche di un'altra superficie. 
Una rete avente la forma di una di queste superficie, coi (ili disposti 
secondo quel tal sistema coniugato sta in equilibrio a condizione che 
le forze applicate verifichino Tequazione differenziale (XIX). 

La (31) i soddisfatta^ in particolare, se si suppone £,=0,=o, 
cio4 se i fili, oltrechi essere linee coniugate, sono pure geode- 
tiche (•*); le superficie che hanno un sistema di linee coniugate for- 
mate da geodetiche sono le cosideite superficie di Voss, le quali si 
presentano nello studio di quelle congruenze le cui sviluppabili ta- 
gliano le superficie focali secondo le loro linee di curvatura (con- 
gruenze di G u i c h a r d) : il sistema coniugato di una superficie di 
Voss, che h formato da geodetiche, ha per imagine sferica un si- 
stema che h pure Timngine delle assintotiche di una superficie pseu- 
dosferica. La (21) A\ luogo ad un altro caso particolare di equilibrio 
ponendovi F := o, onde i fili della rete vengono ad essere le sue 
linee di curvatura; la (21') diventa allora: 



(*) Vedi Bianchi, I. c, pag. \2i. 

(**) La curvatura geoJetica dellc liace u e v ft rispettivaraente : 

J___fl__ 1 _ g ^ 

di qui risulti che I'ei^re Et^=rO oppure G| =so esprime che sono geodetiche le 
Unee u o v rispettivamente. 
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iodicaodo coo P, G' le qomtiti loaloghe z E, G calcolate per 
rdcmento lioeare srerico. Dalla (ai'*) s^iie che il fap portD H P 
2 G' h cguale al rapporto di una fbnzioQe deUa sola m ad una fim- 
zione della sola v, cio^ che le linee sferiche («, v) fiMmaoo on si- 
stema ortogonale isocermo; allora la soperfide, le coi^ assimodcbe 
hanno qaeU'imagine solla sfera, i ad area minima. Fra le siqier- 
idc dennite daireqoaziooe (XVlU) sooo donqoe comprese quelle le 
jui linee di cunratura hanno per imagine sfinica an sistema iso- 
rermo, dot en sistema che i pure Timagine delle assintodche di 
uaa scpericie minima. 

Ricorrendo alia teoria delle defbrmazioni innmtesime di ana 
superdce nessibile ed inestendibile possiamo dare nn'altra inteipre- 
tazione della (21). £ noco difani che in ogni defbrmaziooe infinxte- 
sisia di ana supnncie dcssiUIe ed inestendibile esiste on sis t em a 
ccniogato (reale od zmagiaario) che rimane coniogato dopo la de- 
fixmazioQe; qcesto sstema ha per imagine sferica an sistema che h 
pure r:=::ig:ae delle assintodche d: un'alira sepernde, la quale h 
Vsssxista alia priau nella defoncizioce. La (21) esprime adunqae 
la proprietl che hanno i ili della nostra rece ii costxtnire qod si- 
stema coQiogato che si mandene cooiugato in ana ceita flesaooe 
insnftcsfma delta rete. 

Dopo d'arere stabilito !a coodizkne cai derooo soddisbre le 
compocend delle fcrze net caso pi6 generale, in cai i fill ddla rete 
SCO SGCc linee xssintociche, sari bene ii esaminare anciie il caso 
pcizuL esclsso. BreTemente d'cn insacxi isdicherd odd #=o qodla 
r^Ix^cce i: ccciir-'one c*J:a*u::c'^e essa s:a; Tedremo che in qncsd 
=3CTi cas: '/criise iclli # = o $£ abbvLssa s<o=pre al disollD dd 
terx?. Azi=i<:cic:o che srizo assicrcciche le linee i^ sari alloca 
D = ;k Usrr-j d^e (2) da: 



c=£ si ha 







1» = 


Hfr 






.dr 


-a 
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sostituendo nella seconda delle (2), e supponendo che sia E^ ^ o» 
cioi che le linee u non siano rette, si potr^ ricavare X, che* sar^ 

di qui si pu6 formare -^ , ed allora sostituendo nella prima delle 

(2) i valori di \, (i, 3— che abbiamo trovato, veniamo ad avere 

E D" 
Tequazione voluta * z=: o. Essa, moltiplicata per W- , i la 



seguente : 



+ 






dudv 

Questa equazione mostra che, fissando le component! tangen- 
ziali, la componente normale dipende da un'equazione del 2° ordine 
della forma di Laplace, e bisogneri fare nei singoli casi Tesame 
dei coefficienti per vedere se i possibile calcolarla in modo che Te- 
quilibrio sussista. Invece se si prende comunque la componente H'', 
il sistema tangenziale si pu6 sempre determinare; in particolare assu* 
mendo ad arbitrio insieme con fV la componente F, la componente 
diretta secondo le linee assintotiche 'risulta determinata in modo 
unico. Se le forze sono tangenziali e le linee v non sono assinto- 
tiche, le 17 e F verificano Tequazione 

Quando le linee u fossero rette, cioi si avesse, oltre a D=o, 
anche £^ = 0, la <fr = o si ottiene molto facilmente; basta ricavare 
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{A dall;i terza delle (2), formare ^ e sostituire oella seconda; coq 
qucsto si ottiene : 

Per le superdcie rigate adunque la ^=0 non contiene ia com- 
poncnte delle forze secondo i fili rettilinei; fissando ad arbitrio, in- 
»ieine con questa componente, anche la W^ la rimanente risulta 
pcrfcttamenie determinaia. Facendo neirultima equazione JF = o, 
ncll'i[)Otesi che sia D" j^ o^ si irova f^z=o; cioi se una rcte, 
avente un sistema di Hli rettilinei, sta in equilibrio sono Taziooe 
di forze tangenziali, ed i fili non rettilinei non sono assintotiche, le 
forie applicate sono dirette secondo i fili rettilinei. Questo teorema 
%\ era gii incontrato al n"* 4. 

II caso in cui si abbia D = D" =10 corrisponde alPessere en- 
irambi i sistemi di fili formati da assintotiche; allora la terza delle 
(a) di ly =z 0, cioi se in una rete in equilibrio i fili (o, pii gene- 
lAhncnte, due sistemi di lince coniugati rispetto alle tensioni) sono 
I0 AHiintotiche della superficie, le forze applicate sono necessaria- 
m«iuc tangenti ad essa. 

Si ha cosl Tinverso del teorema del Lecornu, che abbiamo 
vUU) al n° 4. L'equazione ^=0 & ci6 a cui si riduce in questo 
vMO U ^ = 0; e difatii la (XXII), che i la ^ = quando i D=o, 
^ll^chi^ fK t nulla si riduce a 

« asifnta 6 soddisfatta da D" = o, mentre invece per D" ^ o sL 
\^\Jift9hhe neccssario il verificarsi della (XXII)'; da ci6 segue ch^ 
^^ ( till lono lince assintotiche, si pu6 mantenere Tequilibrio me- 
vliHviW WW sistema qualunque di forze applicate, purchi siano tan- 

*4^4uUli« ... 

g^Mudo i asscgnata aJ una rctc la configurazione di equilibriQ^ 



SULL'EaUIUBSIO I»LLB RBTI. 7 1 

e si i calcolato un sistema di funzioni U^ V^ W che soddisfano 
alia corrispondente equazione ^ z= o, si pu6 dire che le condizioni 
di equilibrio relative ai punti iDterni sono soJdisfatie, poichi allora 
h possibile determinare due funzioni \ (t che verifichino le equa- 
zioni indefinite (2). Affinchi requilibrio sussista bisogner^ ancora 
che siano soddisfatte le equazioni ai litniti (2J; bisogneri cioi ap- 
plicare al contomo delle forze, le cui componenti sono date dalle 
(2,), e che si sapranno calcolare una volta che si siano integrate le 
(2) rispetto a X e fjt (*), II calcolo di X e fjt sari trattato nel n** 
seguente. Un'osservaziotie piuttosto, che si pu6 fare riguardo alle 
forze al contomo, & questa, che, quando sia verificata la <I> = o per 
parte delle forze applicate nei punti interni, le condizioni al con- 
tomo sono quelle stesse come' se la superficie che si considera fosse 
inestendibile, e soggetta alle stesse forze t7, F^ W. La cosa i evi- 
dente, e risulta dal fatto che se una rete in equilibrio perde la sua 
estendibilitiy le linee fi, v continuano ad essere coniugate rispetto 
alle tensioni, onde le equazioni deU'equilibrio, anche quelle ai limiti, 
coincidono con quelle della primitiva rete. 

VII. 

Si i gii visto che la conoscenza delle tensioni superficiali si 
riduce, in sostanza, a conoscere i valori di X e (jl in ogni punto 
della rete. Nel caso piih generate di equilibrio il calcolo di X e (t si 
fa in un modo molto semplice. Fu dimostrato infatti nel n** prece- 
dente che quando & DD^' ^ o ed inolcie co ^ o, esiste una sola 
funzione \ che soddisfa alle (12) per ogni determinato sistema di 
funzioni 17, F, JF, e questa \ 4 data dalla (14). Per avere (i non 
ci sari che da sostituire il valore trovato di \ nella terza delle (2), 
e risolvere rispetto a (i. In questo caso adunque il calcolo delle ten- 
sioni si fa con sole operazioni di derivazione e con calcoli algebrici. 

Anche quando & co = il problema & gii sisolto in parte, in 



(*) Se la rete h chiusa, le condizioni ai limiti non intervengono, e quin^Ji 
I'anica condizione per ]*equiIibrio h che le componenti delle forze applicate veri- 
ficUno la ^ Iris 0. 
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quanto s'i fatto vedere che se la (19) i verificata, le (12) sono sod- 
disfatte da ogni fanzione \ data dalle (a), esseodo C(u, v) definita 
dalle (P). Rimane da diniostrare che quella funzione i la pi& geoe- 
rale che possa verificaro le (12). Per questo osserviamo che, intro- 
ducendo la funzione ^y le (12) e la (19) diventano rispetcivamente : 



("') 



du du av ov 



(19O ^3-^ — Af 5-i- + -3 .3— =0; 

^ ^ ^ du av dv du 

queste dicono che la ^ che figura nelle (la') i uq integrale pacd- 
colar^ della (19O; ora se si elimina ^ fira queste tre equazioni (e 

per questo basta ricavare ^ ^ ^ ^^^^^ due prime e sostituire 
nella terza), si ha per X Tequazione : 

^•^ ^TT ^ dv ^ dv d« 

L'integrale generate delta (y) non sar4 la soluzione comune 
alle (i20> ma per6 questa soluzione comune verifica certamente la 
(y); sicch^ essa sar^ delta medesima forma che queirintegrale gene- 
rale. Delta (y) noi conosciamo gi^ un integrale particolare, che i 
e^y come risulta datla (i90> prendendo altora come nuova fiiimooe 
incognita nella (y) la funzione V definita datla relazione 



tgX = 4. + V, 



la (y) si riduce airaltra 



(yO N^ - Af 1^ = o. 

^* ' du dv 

m 

Indichiamo con V =f(u, v) it suo integrale generate; potremo 
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quindi porre rint^ale generale della (y) socto la forma 

cioi ogni funzione che verifichi la (y) si ottiene moltiplicando e^ per 
un integrate della (y'). Ora se not calcoliamo C(u, v) mediante le 
(p), tioviamo che il valore (a) di ^ i 

(t) X = ^ \je^{Mdu + Ndv) + *], 

essendo h una costante arbitraria, e la forma del secondo membro 
h proprio quella del secondo membro della (S); invero la (19') dice 
che i^ i un fattore integrante di Mdu + Ndv^ e quindi 

r=fe^{Mdu + Ndv) + k 

t un mtegrale della (y'), poichi questa t equivalente alia 

Mdu + Ndv=z o. 

D*altronde la funzione C(u, v) fu determinata in modo che 
fosse la p\ix generale possibile compatibilmente coU'essere C ^ una 
soluzione delle {\7,% Si conclude che la funzione piji generale, che 
verifichi entrambe le (12) quando 6 a> = o, k appunto quella data 
dalla fbrmola (e). Nota \, I'espressione corrispondente di (t si ha 
sabito dalla terza delle (2), la quale d^: 

Supponiamo ora che D e D^' non siano piji entrambi diversi 
da zero. Se ad es. & £> = o, il calcolo di X e (t fu gi^ fatto effet- 
tivamente al n® 6 ncU'ipotesi che sia £, j^ o, cioi neiripotesi che 
le linee u siano assintotiche, ma non rette; si trov6 allora: 

Rii$d. Ore MaUm.i t. XIII> parte iV^Stampato il 14 dlcemi>re 1898. 19 
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non conteneodo ncssuoa quaotiti arbitraria, la coppia di ftioziooi X 
e {& & inJiviJuata da ognt sistcma di forze equilibranti. Se poi oltre 
a D = fosse arivhc £*, = o, una volta ottenuta (a dalia terza delle 
(2)« per avere X bisogna sostituire (& ocUa prima, e allora da questa 
si ha : 



X = r/^.^ 



U"{V-E-M'"^'-*'^'^] 



essendo x una funzione arbitraria della sda v; sicch& rimane indi* 
Tiduata la tensione chc agisce sui fili rettilinci, nu non cosi la ten- 
sione sugli altri iili; inohre quest' ultima richiede, per la sua deter- 
minazione, Tuso di quadrature. 

Un caso assai nctevole si present! quando sono nulli ad un 
tempo D e D'% cioi i fili della rete sono linee assintotiche. In tal 
caso la terza delle (2) si riduce a JFz=:6, e le funzioni X e [x. si 
debbono ricavare dalle equazioui 



dm 



(^5) 



^E.,^G.a-P = o i^-^u) 



^ + E^^G..-a = .. {a=^i) 



Non vi ha di£co!tl a ca!colare 1 e {i sf uno almeno dei due 
sistemi di :;li i foni;a:o da r:r:ie, p*o:chi a!loray essendo o G^ = o 
o £,=0, siamo ridotti ar.'iniegrazione di due equazioni lineari del 
prime ordine. Escluso i^u^'sto «mso^ climiniamo fra le (23) la fun- 
zione UL9 ricavandola dalla prima e s«>stztuendoIa nella seconda; si ha 






calcolando ^ e ficendo \i sostituronf s: trovA I'eqiuzione in X: 
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essendosi posto 

dv dv * * 

L'equazioDC (A) ha la forma caratteristica di Laplace; i suoi 
invariaoti sono : 



duav * ' dfi dv ' 



II primo iDvariante si setnpliHca, poichi nelle nostre ipotesi k 

ideoticamente -rr-^ r— ' = o. Difatti si hanno in ogni caso le iden- 

du dv ° 

titi, gi^ impicgate per dedurre la (XVIII)': 

dalle quail segue : 

^ '*'' du dv ~ dv du ' 



d'altn parte per essere D:=D" = o le equazioni di Codazzi si 
riducooo a 



^ = (£. - F:)D', ^-^ = (G, - F.)^'. 



da cut si ricava : 

du dv du dv 
sommando membro a membro quest' ultima colla (24) si ha, come 
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» en asserito: 



dG, dE, 




Avremo dunque per gli mvarianti dellt (A) : 

L'annullarsi di b o £ h ridurrebbe, come i nolo, Ii ricerca di 
X airintegraziooe di un'equazione del i^ ordine; quanto alia condi- 
zione ib = o, abbiamo gii visto che cosa significhi, e come allora 
noD sia necessario di passare attraverso ad uo'equazione di La- 
place, ma si possa ricavare X e [& direttamente dalle (23). Se non 
i soddisfatta la 2r = o, si faccia la sostitozione : 



la (A) divenu 



^ + E,\-b-K = R, 



ed eliminando X fra questa e la (2$), si trova che \ dipende essa 
pure da un'equazioDe di Laplace 

r. V dudv \ * av ^ '/du ' dv 

+ [-aT + ^«(^«-^»«*^')-*]^. = *- 



essendost posto 



'■=If + «('=--^'«'c.)' 
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gli invarianti della (Aj sono 

*' = *~dirdF*«*^" *' = *' 

Si pu6 eseguire sulla (A,) una sostitazione analoga alia prece- 
dcnte eseguita sulla (A), e si troverebbe una nuova equazione(Aj 
avente la stessa fonna delle due prime, ed i cui iDvariautt sono 

Queste opcrazioni si possono prolungare a volont^, e si trove- 
rebbe cosi una serie di condizioni 

b znOf i&, = 0| 2p, = o, • • • 

fra i coeffidenti £, F, G, tali cbe se una di esse i verificata, il 
calcolo delle tensioni dipende da equazioni del prim'ordine. Osser- 
vando il mode di formazione degli invariant! b, b^^ b^^.., si vede 
fitdlmente cbe quello corrispondente aU'equazione (Aj) i 

^ auav ^^ * *^'' duav 

Invece di eseguire sulla (A) la sostituzione (25) e poi, suUe 
equasioni successive, le sostituzioni analoghe, si potrebbe invece ese- 
guire Taltra 

COO qoesto si otterrebbe per >.., un'equazione (A.,) i cui inva- 
nand sono 
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Assoggettando la (A.,) ad una sostituzione del dpo delta (26)1 
la nuova funzione incognita viene a dipendere da un*equazione (A^) 
della stessa forma di Laplace^ avente per secondo iovariante 

e continuando a fare analoghe sostituzioni, si trova facilmente per 
Tequazione generate (A_^) un invariante 

k —k .— ^' \2(k k k ^ y^g. 



Le due serie di invariant! h t k costruiti per Tequazione (A) e 
le sue trasformate mediante le sostituzioni del tipo (2;) oppure (26) 
non formano due serie distinte, come si sa dalla teoria generate del- 
I'equazione di Laplace, ma formano un'unica serie estesa indefi- 
nitamente nei due sensi, essendo • • 

b — k • 

tenendo conto di questa eguaglianza, come pure delle espressioni 
date per h^ e k^^ possiamo mettere a rbcontro i valori di due k 
con indici eguali e di segno opposto; abbiamo cosl : 

k —k^ — Icfi * L ) — ^'^^' 



*- = *-<->-^ig(*..*^...*^^o)-^-. 



Indicher6 brevemente con {K) la serie 

k k kk h ' 

it significato analitico dei suoi termini I'abbiamo giii veduto : Tail- 
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oollarsi di uno qualunque di essi dice che I'integrazione della (A) 
si pu6 ricondurre airintegrazione di equazioni del primo ordine. 

Ora importa notare come la serie delle relazioni ^^ = si possa 
fare a meno di intenderia come estesa nei due sens!, ma si possa 
iDvece far procedere neiruD senso o nellfaltro, indififerentemente, a 
partire dalla k=:0. Di£atti, basta notare che se si fa lo scambio di 
u con V, le funzioni E^ e G, si scambiano Tuna nell'altra; per quello 
scambio allora k rimane inalterato; inoltre il semplice confronto di 
^1 c k_^ dice che avviene lo scambio delPuno neiraltro, e cosi pure 
si scambiano k^ e k_^. In generale, per effetto dello scambio di u 
con V, kf diventa k^^ e viceversa; di modo che lo studio delle con- 
dizioni k^=^o si pu6 limitare alia serie che corrisponde a prendere 
rindice i positivo; le formole ed i risultati relativi alle JLi = o si 
otterranno da quelli chie si riferiscono alle Jfr| = o mediante lo scambio 
delle due variabilis 

L'equazione k^ = o, in quanto k una relazione fra £*, F, G, 
definisce una certa propriety della superficie considerata, che non 
varia per flessione; la sua forma complicata non permette per6 di 
determinare questa propriety in modo facile. Mi Iimiter6 quindi a 
far vedere come si possa trasformare, introducendovi la curvatura 
geodetica dei fili. 

Lasciando da parte Tequazione k = o, la quale non ci darebbe 
piii nulla di nuovo, prendiamo la ^, = o, ossia Tequazione 



EG ^IMi-a 



dudv 

Ouamaodo — e — le curvature geodetiche delle linee « e v, 

P. P. 

si hanno le note formole 






p. £|/£ " p. G\/G 



da cui : 
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c qoiodi : 






ovTcro, indicando coa TaDgolo dcllc linee «» vi 



_ I Veg 

p.p. SCD^ 



^« ^1 — ^ ^ — » J 



Osservando poi cbe i : 

a'lgG, _ 2_ a'G, _ _L d G. dG, 
diidv G, d«dv GJ d« dp * 

la i| = o si scrive : 

J Veg I ay, i ap^ap,^ y k ^^^^ 
p.p. sen*6 "^ p, aiidt/ pj an av anav * h 

Cosi pure introducendo p. e p, neirespressione di i,* ^^ b^* 



k. 



_ I [/EG _ 



p.p, sen* 6 dud 



Jw ^L 'Vp.p. sen* 6 dudv /J' 



ed analogameote : 

' ""p.p. sea* 6 andv ^I'Vp.p, sen* 8 dudv] ^ 

£ inutile che io scriva le espressioni di k^, by...', da quell 
scritte si vcdc chiaramente come si possono costruire. 

Vedtamo in panicolare come si semplificano queste formol 
quaodo sia F =zo; siccome le liuee coordinate sono le assintotichc 
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la sQperfidc i allon id area miiiimt, c si sa die sa una tal super- 
fide le linee assintoddie formaoo on dstema isocermo* oode pos- 
siamo imag^oare di a^ere cambiad i paramecri « e v in modo da 
reodefe E=zG. Posto 

a ha : 






, dtfdtf I 3^tf I d*a d*a 



dndv dadu*dv fda\*du* dudv 
di 



iU) 



, dada 

^* ~dudv 



a* . {fd a\yd a da 3* , dfl\l 

d«dt»^[Vd«A3"d© dudv^duj] 



lotrodacendo la curvatura geodedca dei fili abbiamo : 

P.P. 

' p,p, dudv dudv ^ p, ' 
JtMkL Ofr^ tfi^Mk, t Xm, parte i\— Stampato il ij dicembre 1898. 11 
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Neppure qui le espressioni che si ottengono per le i^ sooo tili 
da prestarsi airinterprctazione geometrica delle equazioai i| = o. 

II metodo di Laplace, al quale ora abbiamo accennato, applU 
cato aU'equazione (A) non ricsce se non quando i nullo uo tennioe 
del la serie (K). Supponianio che dopo avere es^uito ua certo oo- 
mcro di sostituzioni analoghe alia (25) si ^UDga ad uo'eqaazione 
che si possa integrare col motodo di Laplace. Sia questa Teqoa- 
zione (Aj, per la quale si abbia k^^^ =z 0; il valore corrispondeote 
di \ si ottieue allora facendo sulla (A^) la sostitosione 



d 



^ + [G,-^ig(*. ... *,G.)]x, = v.; 



col che la (Aj si riduce, nellMpotesi che *^, sia nullo, alia seguente : 

Sari bene qui tener conto deU'identiti -^ ' = 3--* 9 1* quale 

ov o u 

esprime che £*, e G, sodo le derivate, rispetco a if e a v, di una 
medesima funziooe f , cio& che t 

F — ^^ a — ^ 

Allora le due uldme equazioni si scrivono: 

(»7) %^ + l?V. = i?,; 



du du 



dallii (27) si ricava 



\^ = r^lfR^^du + ^v)], 



tsscnio p una faozione arbitraria della sola v; X^ sari quiodi dato 
daU'eqaaziooe 

da cui si ha 

dove a h funzione arbitraria della sola u. Una volta ottenuto \^ 
si ha iinmediatamente X|_, daU'equazioae 

e applicando successivamente questa formola di riduzione si calcola 
\_,> X^j> . . . e finalmente X; si vede poi senz'altro chc \ viene , 
espressa come funzione lineare di \ e delle sue derivate successive 
rispetto a u fino alia f""; 6 cio& della forma 

Le due funzioni arbitrarie a(tt) e P(f^), che furono introdotte 
neirintegrazione delle equazioni (27) e (28), verranno pure a ripro- 
dursiy insieme colle loro derivate, neU'espressione di X. 

Dall'esame dei diversi casi, in cui abbiamo ottenuto i valori di 
X e |A corrispondenti ad un certo stato di equilibrio, si vede che pos- 
sono accadere due diversi fatti : o le equazioni (2) determinano per- 
fettamente X e |a, oppure queste due funzioni rimangono determi- 
nate solo a meno di costanti o di funzioni arbitrarie. II primo fatto 
si verifica nel caso piii generale, vale a dire quanJo i fili della rete 
Don sono assintotiche e non 6 verificata la relazione geometrica 
c» = o, come pure quando uno solo dei due sistemi di fili h formato 
da assintotiche, che per6 non siano rette; il secondo £itto succede 
in tutti gli altri casi. II risultare X e (a determinate dalle equazipiu 



84 >• DAVIBLIL 

(2) ba per cocsegcesza cfae le (2,) bamcaoo no solo sfattna 4i 
fcrze (L;, FJ da apflicarsi al ccntcrro aSnchi requilibrio ifcbb 
Iccgo; $c isvece *«;■*• :c::tcr.gcno dcl'-c quantiti arbitraney sosb* 
tuenicle cells ^2j acchc le ccc-ccenti U,, T, veogooo td esKft 
itzz'.it ccz usi csrii irbitrarltti, sicchi sari possibile mantenete 
I'ec-i'.irro zieiii'te izf^::: sisieic: diversx di fane al cootonio. £ 
dee::o i: ccta ccsie cuesti clissifcazxce, che si pii6 five ddle 
Tarle s:zp^de in relazioce cclla proprleti di esscre teoute in equi- 
llbrio da t:::o solo o ii ininiu sisicmi di fefze al cootonio oocti- 
ypcniTzituLcuz:: ad og::i deiennioato sistema di font applicate nci 
p=cd iz'jtn'., sussbta ^'-.ccra rlspetio id uc altro pnnto di vista. 
Prcrcciir-cc: iifaid i: veiere a cuali ccsiiscni una rcte stia io 
ec=:l:rrlc secza essere scggetta a rcrze applicate, ma solo per cffetto 
delle lensio::: icterrie (ismzioae fana, s';3texide9 per le ferxe da 
applicars: al zciizrad'^. Ossemsic la ^ := o nei diversi casi in coi 
l'abc:i=:o ociecuii, si troTa che essa i sempre snddisfaua se pooe 
L*= /'= Jr=c; questo pero non dice aocora che ogni lete possa 
sure in equilibrio scrto I'azioce di torze nuUe, poichi bisogoeri 
cgn: Tolta vedere se le e>^uazioai (i) coesisuoo per Talori di X e fi 
coo ectraicb: nulli. Ora succede appunto che per £7= Fz=z Wz=.o 
si ha A 1= u. = o prcprlo in quei casi, ricordad poco sopia, in cm 
le (2) dctenninaso :n xcdc unico a e a. La verifica h ovria, e 
coQ suro qui ai eseguirla. Si poira donque dire che affinchi una 
rete, sulla quale i ili non soco licee assincotiche, stia in eqnilibrio 
sotxo Tazicne delle sole tensicci supericiali, h necessario e soffi- 
ciente che sia venncara la relaiicne ci=o; se, invece, dci due si- 
stesii di £li I'uno i £?nna:o di assiniodche, besogoeri o die anche 
gli aliri £li s:anc assinrcdche, oppure che i primi siano rettilinei. 
Fra le supericie dennite ialla (XVIII), ossia dalla 11 = 0, n i gii 
T.s:o che ri sono quelle sulle qaali i dli formaoo un sistenu oooiu* 
gato, che rimare c.xi:uga:o in uni defonnaxione inunitenma per 
fessiose; in particolare quelle le cui linee di curvatnra hanno per 
i=:a^.2e sferica un sistema isocermc, come sar«>bero le snperficie 
CQodanate a sviluppabile direiirice cilindrlca e le snperttde di ro* 



Se on sistema di tone mantieoe in eqnilibrio una rete^ 0Q0ti« 



nutrk a maDtenerla in equilibrio, a fortioriy se essa perde la sua 
estendibilit^; perc]6 ogni caso di equilibrio per una rete si traduce 
seoz'altro in un corrispondente caso di equilibrio per una superfide 
fiessibile ed inestendibile; anzi su questa si verr^ a conoscere un 
sbtema coniugato rispetto alle tension!, che sari il sistema dei fili 
della rete primitiva. Riferendoci allora ai casi precedent!, in cui una 
rete pu6 stare in equilibrio per solo efifetto delle tension! interne, si 
potri pure concepire una vasta classe di superficie inestendibili, che 
godono della medesima propriety. Si troverii in tal modo che appar- 
tengono a questa classe delle superficie per le quali la cosa i gii 
nota : ad es. le superficie a curvatura positiva (poichi su di esse il 
sbtema coniugato che si mantiene coniugato in una flessione infini- 
tesima h sempre reale), e si sa difatti che le superficie a curvatura 
positiva stanno in equilibrio sotto I'azione di forze qualunque. Sono 
pure da annoverarsi> fi'a le altre, le superficie rigate; in particolare 
per le sviluppabili la propriety fu gii notata dal Beltrami (§ 9 
della Memoria citata). 

Terminer6 con un teorcma che non h inutile enunciare espli- 
citamente. Per quel che fu detto sappiamo che se una superficie 
fiessibile ed inestendibile, riferita ad un sistema coniugato, verifica 
la (21), h capace di stare in equilibrio per solo efiietto delle tension! 
interne, e quel sistema coniugato h pure coniugato rispetto alle ten- 
sion!. Viceversa se una superficie fiessibile ed inestendibile sta in 
equilibrio sotto Tazione di forze nuUe per modo che un sistema 
doppio sia ad un tempo coniugato geometricamente e rispetto alle 
tension!, la relazione (21) t verificata. Ora, avuto riguardo al signi- 
ficato della (21), quest! due teoremi si possono cosl compendiare in 
un solo : « Condizione necessaria e sufficiente affinchi una super* 
fide fiessibile ed inestendibile ammetta una deformazione infinitesima 
Delia quale un sistema doppio attualmente coniugato si conservi co- 
oiugatOj i che nella configurazione attuale possa stare in equilibrio 
sotto Tazione delle sole tension! superficial!, in modo che quel si- 
stema s!a coniugato rispetto alle tension! »• 

E. Daniblb. 
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SUGLI AGGREGATI PERFETTL 

Nota di G. Vivanti, in Messina. 



Adnnanu del 15 novcmbre 1898. 



1. Nella Memoria di G. Cantor: Ueber unendUcbe, linean 
PunhmannichfaltigkeiUn si trova il tcorema seguente (Math. Ann. 
t. XXIII p. 471): 

Un aggregato chiuso P pud sempre decomporsi in un aggregaio 
numerabiU R ed in una perfetto S; e tale dec(mposi:(ione I unica. 

Sebbene il processo seguito dairautore conduca effettivamente 
ad una decomposizione unica e determinata (giacchi Paggrcgato S 
non i altro che P^^^), ci6 per6 non sembra sufEciente a porre fuor 
di dubbio Tiinpossibiliti di p\ii decomposizioni diverse. Tale impos- 
sibility risulta come conscguenza delle considerazioni che stiamo per 
esporre. 

2. Se un aggregato perfetto si decotnpone in due aggrtgati par- 
:^iali, Vuno del quali sia chiuso, I'altro h condensato in si ed ba p(h 
ten:^a superiore alia prima, 

Sia S un aggregato perfetto di punti posti in uno spazio piano 
ad n dimension!, ed abbiasi : 

J s 17 + r, 
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dove U h chiuso c D(U, ^^0. Un punto qualunque v di F 
esseodo punto limite di 5 e non potendo esserlo di U^ lo sari ne- 
cessariamente di F; sicchi F h condensato in sh. Inoltre, detto i 
il limite inferiore delle distanze di v dai punti di 17, ) & diverso 
da zero. 

Supponiamo, se h possibile, che F sia numerabile; lo sAvk pure 
I'aggregato di numeri positivi costituito dalle distanze di v dagli 
altri punti di F. Votrk quindi, per un teorema noto, trovarsi in infi- 
niti modi un numero positivo p minore di ) e differente da tutte 
queste distanze. Dopo ci6, se col centro in v e con raggio p si de- 
scrive una superficie sferica ad n — i dimensioni y, sopra di essa 
non giaceri alcun punto di C7 o di F, e nel suo interno non vi sar^ 
alcun punto di 17. La sfera y divide I'aggregato F in due parti, 
Tuna JF interna, Taltra X estema ad essa. L'aggregato IV h con- 
densato in sh. Infatti, se u; bun suo punto qualunque, esso i punto 
limite di F; ma, indicando con X la sua minima distanza dalla su- 
perficie y, tutti i punti di X distano da esso piA di \ sicchi esso 
i necessariamente punto limite di JF. Inoltre fF^ come parte di F, 
i numerabile, e per6 non pu6 essere perfeno; quindi, essendo 
condensato in s&, non h chiuso. Esiste cioh certamente almeno 
an punto limite ;^ di ^ non appartenente z W\ t questo punto 
giace di necessity entro y o sopra y. D'altra parte 7, come punto 
limite iXW t quindi di 5, deve appartenere ad 5, e per6 o ad X 
o ad Vy mentre questi due aggregati sono completamente estemi 
a y; stcchi ripotesi fatta, che F sia numerabile, conduce ad an 
assofdo* 

3. Uaggregaio cosiituHo dai fmnH eamuni a due aggregati per-- 
feni I ebimso. 

Sia Z^1>(S, 5,), essendo 5, 5, due ag^egati perfetd. Se 7 
h on panto limite di Z, esso, come punto limite di 5 e di 5. , deve 
appartenere ad ambidae questi aggr^ati, e per conseguenza a Z. 
Daoqae Z h cluaso. 

4* G6 premesso, supponiamo che un aggregato P sia decom- 
poDiUle in due modi diverst in an a^regato perfetto ed in aoo nu- 
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merabile; sia doti 

dove Rf £| soao oumcrabili, S, 5, pcffctd. 

Poichi S ba potenza superiore alia prima, esso ooo pud esser^ 
coQicDuto in £, ; e pcrb si ha : 

dove 1>(5, S,)^o. Ora 1>(5, 5.) i (a* 3) chiuao, e 2>(5, ifjj^ 
come pane di i^^ , i numcrabilQ quindi la rdaiioDe scritu doq piu^ 
sussistcre (o* 2), a meno cbc ooo sia 1>(5, £,)^o. Si ha i 
ul caso: 

e per la stessa ragiooe : 

S,^I>iS.SX 

doodc si^e 5 ie 5, , e quindi Jf sb £,. 
Dunque U decomposizioQe i uoica. 



24 octobre 189I 



G. VlVAMTL 
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NUOVA DIMOSTRAZIONE DI TALUNI TEOREMI RELATIVI 
ALLE FUNZIONI SFERICHE CONTENUTI IN UNA NOTA 

DEL PROF. PACI (•). 

Da una lettera del prof. Pizzetti al prof. Pact. 



Adaaaau del i) no^tahn 189S. 



Mi permeito di darle qui uo*altra dimostrazione delle sue ultime 
formole a pag. 138 (**)• 
La nota formola 



I x'X^dx = (s<m) 



O c Esposiiione di due nuovi tiutodi per determinare I'espressione della den- 
siiA in ogni punto di uno straio ellissoidico equipoteniiale » (Rend. Ace. Lincei, 
scric V, vol. VII, 2® sem. 1898, pp. 1 31-138). 

n 

/ / cos**-^OP„(cosw)senOiOi(p = o 

I I sen**-* 6 cos**^* <p P„ (cos w) sen 6 rf 6 J <p = 0, 

I I sen"-* sen*^-* 9 ?a« (cos w) sen 0(f 0^/9 = 0. I 
£mX Ore MUsm.^ t. XIII, parte i\^Sumpato 11 9 gennajo 1899. 



V «<« 



4«# 
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pu6 scriveisi 

(l) f COS'ttP.(COS0»)seQtt.|{tt =0. 

Di qui si deducono le altre 

(2) / sen*'^, Pm(co8 «») sen «»• i{tt = o (r < m) 

(3) / sen'^tt. seo*''ci>.P^(cosci)sencii.i{tt = o. Cr + f<s) 

Per verificare queste due basta sostituire a sen'^tt la sua espres* 
sione per cos id e poi teoer conto della (i). 
Finalmente si ha anche, per s dispari, 

(4) I cos'(i).P„(€ostt).8ea*(i).i{c»=:0 

poichi riotegrale da o a — ic h eguale e di segno contrario aU'in- 

2 

tegrale da — w a w. 

Queste cose preinesse, per dimosirare le sue formole non c'ft 
che da fare un cambiamento di variabili negli integral!. Invece di 
assumere per asse polare la intersezione dei piani e 0' si assuma 
la intersezione dei piani 0' e o). AUora, chiamando y Tangolo (ra gli 
archi 0' ed o), Telemento d'area della supcrficie sferica venii espresso da 

i9' = sen6».Ja>.JY* 

Assumendo per comoditii Tarco come origine degU angolt f , 
dal triangolo (OO'o)) si ottiene 

cos = cos 0' cos cd + sen 0' sen (acosf 
sen cos 9 = sen 0' cos w — cos 6' sen o) cos y 
^n 9 sen q = sen o) sen y. 



iiaoVA DfitosTRAitioilB bt taltiki TfiotttntT IbUtiVi, vt6. ^i 

Sostituendo oei primi membri delle sae forinole e sviluppando 
le potenze, si vede subito che gli ititegrali si esprimono come 
soiDma di tanti termini i quali (astrazion fatta dai fattori cos^O', 
sen^O' che possono portarsi fuori del segno integrate) sono di una 
delle forme 



<n 



I I cos^'tt.sen*'©. P^(cosw).senw. cos*'y. Jw^Y (r + s) 

I I cos*^'«,$en*»Pjj(cos«). cos*yrf«iy, 

i quali si decompongono subito nel prodotto.di due integral! sem- 
plid, e sono nulli in TirtA di una delle £9mK)le (i)» (2), (3), (4). 
Questa dimostrazione h pii!i diretta, ma molto meno elegante 
della sua. 

Genova, 29 ottobre 1898, 

P, PiZZBTTI. 



itma^m^^^^^t^m^ti^i^d 
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GENERALIZZAZIONE DI ALCUNI TEOREMI 

INTORNO ALLE f UNZIONI SFERICHE 

CONTENUTI IN UNA NOTA DEL PROF. PAQ (♦). 

Da una leuera del prof. Gegenbauer al prof. Paci. 



AAminia d«U*ii dkcabn iSyt. 



Per le funzioni C][(cosjc) definite mediante Tequaflone 

(i — 2acosx + «*r'=!?C;(cosx)«* 

r~-^(<»»«)] =-^cosiijc per •>o 

Bs I per •bo 

sussistono^ come io ho fatto vedere nei Sit^ngshtricbU der maihe^ 
ntaiiscb-naturtvissenscbaftlichen Classe der K. Akademie der Wissm- 
scbafttn in Wien (**), le relazioni: 



(*) « Esposiiiwie di dug nuovi niitodi pir diUrminare Ptsprissiomi dslla dsm^ 
siU in ogmi punto di uno strata ellissoidico iquipoteniiate » (Rend. Ace 
scrie V, vol. VII, 2^ sem. i898» pp. 131*1 38). 

(^} c U$bir iinige bestimmtt InUgraU » (Band 70, S. 433-443). 
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f 



q (cos *) C^ (cos x) sen" xdx 

2V — 



2'*"'n([t + 2V— l) 

((* + V) n c^i) 



K^)!", 



n(2v— i) V 



CJ(cos 9 COS ^/ + sen 9 sen ^ cos x) 
n(2v-2 )^' 4^nCn — p)[n(n + p-i)r(2v + 2p- 

'[n(v-i)]'^, n(2v + « + p_i) 



i->x 



X senP 9 senP vj; Q'^ (cos 9) Q'^p (cos ^/) C^ * (cos x). 

Dalla prima di esse consegue, che il coefficiente a^^ di C^(cos^) 
DcUo sviluppo della funzione y (cos 9) per le funzioni C^(cos^) i 
uguale a 



(x + v)n(^) 



a*'^"n(>. + 2v— i) 



n(2v — i) 



"{^) 



/ /(cos9)CJ(cos9)sen*''9i9. 



Lo stesso i evidentemente nuUo, se il grado di f(x) h infe- 
riore a X. 

Se ora si moltiplica la seconda delle relazioni addotte per 

/(cos x)scn*^'xsen*^'''*'^9 JX^9 
e si integra rispetto a x ^ f da fino a tp, si ottiene I'equazione 

J f C][(cos9Cos^/ + sen9senij/cosx)/(cosx)sen*^'Xsea*^''"^*'^9rfX^9 



_ 2' ^'n(2v-2)g4^n(ii-p)nrp+2v^2)[n(v+p-i)r sen^'iC^Prcos4;)X 
- Tn(v-Or ko fl(p)n(2v+n+p-i) V^n<.c^tcos4^;A 



•-P' 



X rstn'^-^ 9 CZl (cos 9) sen*(^P> <fd(f. 



f(x) h una funaone pari intera di grado 2 t, ed i 

If > 2 |1 ^ 2 T, 



m^ soQO di£Ferenti da zero solamente per p = o, 
...» a T« Ma ora> poichft per questi valori di p si annulls 
SOCIO ii segno sommatorio, cosl si ottiene Tequaaooc 



I I Q[co9fcos^ + sen^en<j*cosx)/(cosx)sen**^X^*'^*^*^*^^?^X^?= 
la stessa, a motivo della relazione 

C;(*)=:P.(X), 

4 ittft gtMralizaaaione det suoi notevoli teoremi. 



16 norembre 189S. 



L. Gbgbviavbk. 
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UNA PROPRIETA DELLE SERIE CONTINUE DI CURVE 

APPARTENENTI AD UNA SUPERHQE 

ALGEBRICA REGOLARE. 

Nota di Federigo EnriqueSi in Bologna. 



AduaAns* del 15 dkembre 1898. 



I. Esistono nomerose class! di superficie sopra le quali si trova 
una serie continua di curve non contenuta (totalmeote) in ua sistema 
liaeare; basta citare ad esempio le superficie con un fascio irrazio- 
nale di curve (in particolaie le rigate), le superficie rapprcsentanti 
le coppie di punti d'una curva irrazionale^ ecc. 

II sig. Humbert ha fatto vedere che tutte queste superficie 
posseggono integral! di differenziali total! di i^ specie (*). lo mi pro- 
pongo di mostrare che esse hanno altresi il genere numerico diverso 
dal geometrico, precisamente 

ci6 h stato gii stabilito per alcune delle superficie predette, in par- 
ticolare per quelle che posseggono un fascio irrazionale di curve (**). 

(*) « Sur UH$ propriiU d'une eJasse de surfae$s algibriquis » (Comptes 
Reodos, 1893). 

(^ Cfr. Castelnuovo: « Alcune proprieii fondatnentali dei sisUmi lituari 
di curv$ tra^citUi sopra w$a superficie algebrica » (Annali di Matematica, 1897). 
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II teorema che viene qui dimostrato pud essere enoaciato socto 
la fonna pii!i espressiva : 

Sopra una superficie regolare (p^ = p^) ogni serie caniinM ii 
curve i contenuta {totalmente) in un sistema limart, e qutodi le curve 
di dato ordine che stanno sopra una tale superficie si distribuiscooo 
in tanti sistemi lineari. 

2. Si abbia sopra una superficie regolare F una serie contiooi 
(algebrica) di curve (algebriche) C che, senza introdurre restriziooii 
riterremo irriducibili; possiamo supporre questa serie ooV alcrimeod 
basterebbe considerare le serie oo' in essa conteoute. 

Denotiamo con ?: il genere virtuale delle curve C (che si otdene 
sommando al genere efFettivo di una C il numero dei suoi pond 
doppi variabili non singolari per F), e con n il numero dcUe inter- 
sezioni variabili di due C. Riterremo n^o, escludendo cosl il case 
in cui le C formino un fascio, caso gii esaurito dalle ricerche del 
sig. Castelnuovo. 

L'ente algebrico oo' che ha per element! le C pu6 considerarsi 
come una curva L di un certo genere p. 

Si consider! allora su L una serie lineare g\^ ove « ^ p + i, 
la quale pu6 essere determinata partendo da un gruppo di m punti 
generici. 

In corrispondenza alia g]^ si ottiene sopra F una serie raziooale 
go' d) curve, composte ciascuna di m curve C. Per la sua raziona- 
Wxk questa serie risulta contenuta (totalmente) in un sistema lineare 
(K) (*), che sari irriducibile, essendo irriducibili le C (**). 

Partendo da un'altra g\^ generica di L, costruiremo analoga- 
mente su F un'altra serie razionale di curve, composte ciascuna coa 
m curve C, la quale serie sari contenuta totalmente in un sistema 
lineare [iiTJ, pure irriducibile. 

3. Considereremo i sistemi lineari [K] e [K^ come completi. 



(*) Cfr. Enriques: a UtCosservaiione suIla rappresentaiiotu paranuMea 
delle curve algebriche » (Rcndicoiili del Circolo Matematico di Palermo, 1896). 

(**) Cfr. Enriques: a Introdu^ions alia Geotnetria sopra le supirficie aJge^ 
bricbe » n^ 5 (Meraoric dclla Society Italiana Jelle Scienze detta dei XL, 1896). 



UK4 PROPRIBtX DELLE SERIE CONTINUE Dl CURVE, ETC. $^ 

ed osserveremo che essi avranno lo stesso genere tt, e (ove non 
coiacidano) potranno riguardarsij ciascuno come limite dcU'altro 
quando si faccia variare opportunamente la ^J, scclta su L. 

Teniamo ora conto della regolariti JclU iuperficie F. Questa 
propriety ci permette di afFermare che le curve K' seganti le K se- 
condo gruppi canonici G,^_, (le quali curve, dette subaggiunte a [K] 
formano un sistema lineare [/?']), segheranno sopra una K la serie 
canonica completa (*). 

CoDsideriamo ora la serie segata dalle K^ sopra una curva K^. 
Anzituttd h facile vedere che le intersezioni di K^ q K^, sono, come 
quelle di K^ e K, in numero di 2 w — a, percbi le /f ' debbono 

intersecare le C in —. punti. 

n 

La dimenstone della serie segata da [K^ su K^ potrJi esser 
minore di w — i ? 

Si dimostra che questo h impossibile, perch6 altrimenti il si- 
stema [K^ — /T,] residuo di una Jf, rispetto a f/f] avrebbe una di- 
mensione superiorc alia dimensione di [K^ — K] mentre il primo 
sistema ha per limite il secondo quando [K^] tende a [K], £ infatti 
ana conseguenza del princlpio della conservazione del numero, che 
un sistema lineare variabile avente una certa dimensione r non possa 
aver per limite un sistema di dimensione inferiore ad r , giacch& per 
r punti generic! della superHcic passer^ una curva del sistema va- 
riabile e quindi una curva (o infinite curve) del sistema limite. 

Ci6 posto le curve K' segano su una K^ i gruppi della serie 
canonica g^l^^ e perci6 sono ugualmente subaggiunte a [K^] come 

a [jq. 

Dunque le K^ sono curve subaggiunte ad ogni sistema lineare 
contenente (totalmente) m curve C. 

Se ora si considerano i sistemi linear! contenenti (totalmente) 
i gruppi di 2 m curve C, avrcmo che tutti ammettono le stesse curve 
subaggiunte, component! un sistema lineare (completo) [(2 Ky\ 

Di qui si deduce che ogni gruppo di tn curve C 6 contenuto 
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(totalmcntc) nel sistcma lineare 

[K] = [{2Ky-K'] 

residue di [K'] rispetto a [(2 K)'] (♦). 

Ma allora anche tutte Ic curve C sono cooteoute (totalmente) 
nel sistema lineare 

[K-(m-i)C\ 

reslduo di w — i curve C rispetto a [K] = (m C). c. d. d. 

4. OssERVAZiONE. — La dimosirazione del teorema che forma 
rog^^ctto di questa Nota si basa sulla piu elementare propriety delle 
superficie regolari. La dimostrazione pu6 essere semplificata se si 
ricorre al teorema del sig. Castelnuovo (1. c.) che affenna, per 
queste superficie, la completczza della serie caracteristica di unsisteou 
lineare completo. II sig. Castelnuovo stesso mi ha indicato tale 
semplificazione. 

Essa consiste in ci6. 

Si formino come al n** 2, i due sistemi [K]^ [iTJ, e si desigoi 
con r la loro dimensione. Parai^oniamo Ic serie segate sopra una 
curva generica K dai sistemi [A'] e [A',]; la prima serie, compleu, 
ha la dimensione r — i; la seconda serie avri la dimensione 
p = r — I o ? = r seconJochi [/f,] coniicne K o no.' 

Ora la serie scgata da [A",] su K contiene m gruppi generid 
dcUa serie (non lineare) v^ segata su K dalle C, mentre la serie 
(oo''~') segata da [A] i k serie completa determinata da m gruppi 
particolari di y^. Si prova quindi facilmente che deve essere p^r — i 
e perci6 p = f — i. 

Da ci6 si trae che [K] e [A",] coincidono, onde ecc. 

Bologna, dicembre 1898. 

F. Emriqubs. 
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DELLE CONGRUENZE BINOMIE RISPETTO AD UN MODULO 
PRIMO p O AD UNA POTEMZA DI ESSO, NEL CASO 

IN GUI ^^^ SIA UN NUMERO PRIMO, OVVERO IL 

2 

DOPPIO D'UN NUMERO PRIMO. 

Nota di R. Magna, io Palermo. 



Adoaftiue d«l l^ novembre «d ii dlcembre 189S. 



Si sa che la risoluzione delle congruenze binomie, rispetto ad 
"tm ]3K>dulo primo />, si collega con la ricerca delle radici primitive 
•"ispetto al medesimo modulo; ed 6 noto ahresl che questa ricerca 
SI fa per tcntativi, sia che si segua 11 mctodo di sopprimere mano 
dalla serie 



CO I, 2, 3, ...,(/>— i) 

tutti i termini che sodisfano alle congruenze della forma 

/—I 
jc ^ ^ I (mod p), 

<»ove 6 ft un divisore primo di p — i, sia che si segua il metodo 
^^^uto a Gauss. 

Per6, se i un numero primo, ovvero il doppio d*un nu- 

2 

^^o primoi si possono detcrminare direltamente i diversi esponenti 
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ai quali nppartengono i numeri della serie (i), ci6 che dk modo 
di risolvere immediatanacme le congruenze binoraie rispetto a talc 
modulo o ad una potenza di esso. 

Noi considereremo prima il caso in cui il modulo p sia della 
forma j[k+ i, e poi quello in cui si presenta della fimna 4i + 3« 

I. 

S I- 
Bsponenti ai quali appartengono i numeri 

I, 2> 3> • •• » (J>— 0- 

1. Sia p della forma 4 ife + i e quindi ^- = 2i. Suppo- 

2 

niamo k anch'esso numero primo, il quale sar4 necessariamente di- 
spari, pcrchi per Jb = 2, sarebbe /> = 9, che non & prime. 
Tutti i divisori di p — i in questo caso sono : 

I, 2, 4, *, 2*, 4*. 

Ora 6 noto che se /> i un numero primo ed n indica un divi- 
sore qualunque di p — i, vi saranno <p(«) numeri, minori di p^ 
appartencnti aH'esponentc u, ove il simbolo 9(n)esprime il numero 
dei numeri primi con n e non superiori ad n. Quindi della seric 
(1) un termine apparterri ail'esponente i, uno aU'esponente 2, due 
termini apparterranno airesponente 4, jfc — i aU'esponente k, Jk^ — i 
airesponente 2 i, 2{k — i) aU'esponente 4Jfe e quest' ultimi saranno 
le radici primitive rispetto a p. 

2. Esponenti i e 2. — II termine appartenente airesponente x 
evidenremenie 6 i; quello appartenente aU'esponente 26 — I. 

3. Esponente k. — Esscndo, per ipotesi, k un numero primoy il 
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pi& piccolo valore di ik i i e quello di ^ h 5; cosicchi, qualunque 
sia kf sari 2 primo con p e per69 per il teorema di Fermat, sari^ 

2^ SI (mod ^), 
owero 

16*^ i(mod^). 

Poich6 i 6 un numero primo, 16 o appartiene all'esponente t, 
ovvero airespooente k. 

Ora h facile dimostrare che 16 appartiene all'esponente i, solo 
quando & jk = i . 

Infatti, essere 16^ i(mod/>), importa che 15 & divisibile per 
p; ma 15 h divisibile pei soli oumeri primi 3 e 5, ed & ^ diverso 
da 5, dunque sari /> = 5> cioi k= i. 

Pertaato 16 appartiene, in qualunque caso, aU'esponente k^ e 
t k — I termini della serie (i) appartenenti aU'esponente k sono 



ft -I 



16, i6% 16', . . . , 16 
o i loro residui minimi. 

4. Esponente 2k. — Poichi — i appartiene aU'esponente 2 e 16 
all'esponente i, ed i 2 primo con Jir, — 16 apparterri aU'espo- 
nente 2 k. 

Si pu6 per6 dimostrare che 4 appartiene all'esponente 2*. 

Infatti, appartenendo 16 all'esponente k^ 4 non pu6 appartenere 
ad un esponente minore di k. Ma nemmeno esse appartiene all'e- 
spmente k^ perch6 se fosse 

4* ^ I (mod p), 
c\oh 

2** = I (mod p\ 
2 sarebbe un residuo quadratico. 
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Ora il Qumero k s\ h supposto primo e diverse da 2, qutodi 
esso pu6 avere una delle forme seguenti : 

* = 4i + I, 



t = 4i + 3. 



Nel primo caso sarebbe 



/>= 161 + 5, 



ovvcro, ponendo w = 2 i, 



p = Sm + s; 



nel secondo caso sarebbe 



ife == i6f + 13, 



doi, ponendo m = 2 t + i, 

p=Sm + 5, 

In tutti e due i casi p si presenterebbe della forma 8 m + 5 e 
pcro, per un noto teorema, 2 non pu6 essere residuo quadratico. 
Essendo intauto 

4** ^ I (mod p), 

e non potendo 4 appartenere n& all'esponente k, nh ad un espo- 
nente minore di k, 6 evidente che 4 apparterri alPesponente 2 k. 

Indicando dunque con a, , a, , a, , • . • , oe^^^ i k — i numeri 
primi con 2 Jk e non superiori a 2 it, i numeri della serie (i) appar- 
tenenti all'esponente 2 k sono 

owero i loro residui minimi. 
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5. EspanenU ^k. — Si & visto, nel numero precedeate, che 2 
non appartiene aU'esponente 2k q quindi non pu6 appartenere n& 
all'esponen^e 2, ni aU'esponente k. 

Inoltre 2 appartiene aU'esponente 4 solo quando jfc=i, perchi 
si i detto che la congruenza 

2^^ I (mod])) 

h soltanto possibile per k =1 i. 

II numero 2 appaniene dunque aU'esponente 4 Jk ed i pertanto 
la pifi piccola radice primitiva rispetto a p. 

6. Esponente 4. — La congruenza 

2^* ^ I (mod />) 
pu6 scriversi 

(z'y = I (mod p), 

di xDodo che, se 2^ non appartenesse aU'esponente 4, dovrebbe ap- 
partenere o aU'esponente i o aU'esponente 2. 
Ora in nessun caso si ha 

2* ^ I (mod />), 

perchi si fc visto che 2 appartiene aU'esponente 4 A e nemmeno si ha 

2* ^ — I (mod p), 

perchi, se cosl fosse, sarebbe 

2** ^ I (mod p), 

db che h egualmcnte impossibile. 

II numero 2\ ovvero U suo residuo minimo, appartiene dunque 
aU'esponente 4, e I'altro numero appartenente aU'esponente 4 & 2'^ 
cio4 —2*. 
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Possiamo pertanto stabilire il seguente 

TjEOKEUh.—Sc un numtro primo p h del la forma 4^+1, ove k 
un numtro primo, la piii piccolo delle radici primitive, rispctio al 
oJulo p^ e 2; j^ appartiene all'esponenie ik, 16 alVesponentt k, 2* 
Vesponcnte 4. 

7. £ note vole che il numero h apptitiene all'csponente k. 
In£itti sappiamo che 

(a*)* + I so(mod^) 

4* = 4*(inod^). 

Divtdendo i due membri per 4, ch'ft primo con p, si ha : 

4*^ ^ k (mod p). 

Esscndo k un numero primo dispari, k — i ft pari ed h quindi 
Ila Forma k — i = 2 n; cosicchi si ha 

4*" ^ i (mod p) 

i6'st(mod/>). 

Ma 16' appartiene airesnonente i, dunque 

k^ = I (mod p\ 
quale relauooe ha luogo anche per i= i. 

I>M€ co9igruense 

A*-lS0, X*-I=0, X*-IS>, X**-IS0, 0^— I3o(mod^). 



S. Da «;uanto pnrccJe si deduce : 
I* La con4:ruensa 

X* — I ^ (nwd/) 
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ha per radid x^± i, delle quali la prima appartiene alia con- 
gruenza x — i ^o(mod^) e Taltra a x + i ^o(niod/>). 
a** La coogruenza 

, • — I ^o(mod^) 

ha per radici x^±i e x^±2^t le due ultime delle quali soao 
le radici di 

X* + I ^o(inod^). 
3* La congroeDza 

X* — I ^o(modp) 

ha le k radici espresse da i6^ [ft z= o» i, 2» • . . , (Jk — i)]. 
Di esse quella corrispoadente a (& = o, appartiene a 

X — I ^o(mod^), 

le altre k — i soao le radici della congruenza 

:r^ + jc*^+jc*^+ ... +x + I s o(mod/>). 

4* La congruenza 

.r** — I ^o(mod^), 
poceodon scrivere 

(**-!)(** +1)30 (mod/), 
ha le 2 i radici 

delle quali le prime k sono quelle di x* — i^o(m6ip\ e le altre 
k della congruenza x* + i ^ (mod />). 

I numeri 4**, 4**, 4*^, . . , , 4**-' sono evidentemente le radici 
Rmd. Circ MaUm^ U XIII9 parte i%— Stampato 11 xS gennajo 1899. 14 
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possono esprimere con 2^, ove ^ rappreseata uno qualunque dei nu- 
meri primi a 4]^ e non superiori a 4)^. 

9. Sia era la congruenza 

jc' — 1^0 (mod p), 

ove I i un numero intero positivo qualunque. 

Se / i primo con 4 k, la sola radice della congruenza proposta 
h i; ma se / non i primo con 4^ e esprime il loro massimo 
comun dtvisore, sappiamo che le radici della congruenza data sono 
quelle di 

X® — I ^ (mod p). 

E poich& tutti i divisori di 4/:, diversi dall'unith^ sono 2, 4, 
kf 2kt 4^9 cosi sarf^ eguale ad uno di essi; cosicch& le radici di 
y — I ^o(mod^) sono quelle di una dclle congruenze preceden- 
temente risolute. 

§3. 

Delle congruenze 

x'—N=o, Jt*— iV^), x'^N=o, x''—N=o, X*'— Ar=o(mod/>). 



10. Siamo ora al caso di risolvere una qualunque delle prece- 
dent! congruenze, ove N h primo con p. 
i^ Sia la congruenza 

X*— N^o(modp). 

Perch& essa sia possibile, bisogna che sia 

N'*=i(mod/>), 
cioi che sia (8, 4"^) 

// = 4* (mod p), 



•^*-^ 



•^ 



r-^"^ . 



r.x. 
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Quanto alia seconJa, siccome (8, 2°) 

(2*)*+i=o(mod/>), 
n ha, moltiplicando per 4*^ = (2*^)% 

(2^y +1=0 (mod p), 
la qaale relazione tnostra che le due radtci della congruenza 

x* + 4»* = o(mod/>) 
sooo 

X^± 2****. 

Pertanto le quattro radici della congruenza data sono : 
x^±2^; X ^ it 2*^ (mod/>), 

ove ft i qoello dei numeri o, t» 2, . . . , (% — i) che sodisfa alia 
rdasooe 

N=i6»*(mod/>). 

3* Qmnderiamo la congruenza 

X* — Ar=o(mod/)). 

Perchi essa sia possibile, bisogna che si abbia 

N^ = I (mod /)), 

doft che sia (8, 2'') 

N^± I ovvcro N^±2^ (mod p). 
a) Sc N^± I (mod ^), la congruenza data prende la forma 

X* it I ^ o (mod p) 
e It sue radici sono note (8, 4''). 






^ - ^ I XXIXIL7 •- 



':f / — I ^ I mat/, 
fnin''ti 

- IT 11*' ^ • » — ■»% 

jr*^ "^ — I ^ X onac /i 



aiSiis -sjslaiit li :«i:iiic± zijt jt ; rti^dc: 



♦ ' 



X — I ^ I DDL y. 



^y >t X^ — 2% Sin 

ii — X, c e race (^?, x'^ rii 
isoidp'Iicasio per 2% s: hi 



(2*^7-2' = o(mod^X 

la quale nx»tra che le radid della congrcenza 

X* -r 2*^0 (mod/) 
woo espresse da 

X = 2*^' (mod /^X 
c/vt a puo issumere h valori. 
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La radice x^ — 2, che sodisfa evidentemente alia congruenza 
data, corrisponde al valore di a = Jfc. 
4^ Sia la coDgruenza 

La condizioDe di possibilitli & espressa da 

N'— I =o(mod/>), 
cioft da 

N ^± i(mod/>). 

Le sole congruenze possibili sodo dunque 

X** i;: I ^ (mod />), 

le cui radid sono state trovate (8, 4° e 5"'). 
5^ Sia infine la congruenza 

jc^ — N ^ (mod ^); 

si ha, come condizione, 

N ^ I (mod />), 
cosiccbi la congruenza si riduce a 

jc^ — I ^o(mod^) 

e le sue radici sono i, 2, 3, . • . , 4^. 

II. £ noto che la risoluzione della congruenza binomia 

x'^A (mod p) 

ove A i primo con p^ si riduce^ ricorrendo agli indici, a quella 
d'una congruenza di primo grado. 



iia ft. kLkCHk. 

Nd costro caso, si pii6 prend«re, come base degU indid, il 
Domero 2, perchi sappiamo che 3 h 00a fadice prinutim; oonccU 
bas(a detenninare il mioiaio cqioDente n tale che aia 

. 2^wmA(woip\ 

e qtuodi risolvere, lispeno ad tndx, la ooograena 

■ 

I ind X ■■ (mod 4!). 



S4. 



la. Sooo ood i mettidi per la risoluione ddla omigniensa 

^ — Nwmoinoify, 

quando u h risolou I'altn 

x* — J/ao(inod». 

n sig. Amici (vedi RtaOemiH M Gnoh MtHmatin H 
krm$, t, XI» pag. 4}) ha mostnto come si possa detenninate 
ca^ce della ooogroenia 

quaodo si snppooe detcnmnata ana radice ddla 

x-s*(mod/X 

purchi m non sia multiplo di p. 

Xote pcrtanto le radici deile congnienie considerate al ^ 3, si 
potrebbero trovare quelle delle congrueoze che d propooiamo di con- 
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siderare id questo paragrafo. Pure, nel caso del quale ci occupiamo, 
le radici delle congruenze proposte si possono trovare direttamente, 
con metodo abbastanza semplice. 

1° Si voglia risolvere la coagruenza 

jc» — N = (mod p^). 

CoQsiderando la congrueoza 

X* — iV^o(inod^), 

si 4 trovato (lo, i*) chc 

x^dt 2*(mod^); 
cosicchft 

N = (27(mod/>). 

Moluplicaodo per (2^*, si ha : 

(27 N = (27 (mod/)); 
ed elevando alia potenza di grado kp^^\ 

(2v«^^-')« m^-" = I (mod /). 
Moltiplicando i due membri per N, 

(3»i^«)«]V*#i-«+, = N(mod^^). 

Siccome hep sono numeri dispari, kp^^^ + i 4 pari, quindi la 
precedente relazione si pu6 scrivere : 

(2v»#^-', N~^y — N=o (mod p^), 
dalla quale si ricava 

x = ±2^^^'\N * (mod/). 
RifuL Ore* M^m., u XIII» parte i\— Stampato il 19 gennajo 1899. 'J 
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Sc V fe pari, siccome 4*^"^ ^ — i (mod p^), la precedente rcla- 
zione assume la forma pti!i semplice 

jcs±2V""^~(mod/). 

2^ Proponiamoci ora dt risolvere la congruenxa 

jc*_N3o(mod^^). 

Le radici della congrueoza 

(2) X* — ATsoCmod^) 

Bono (10, 3^ 

Jc sa ± 2*^ x^± 2****. 

Scegliendo per x i due primi valori, si ha : 

N=2^(mod^), 
dalla quale si ricava 

(3) N^- s I (mod p% 

e quindi 

iS^^-«+.siSr(mod/). 

Ora, essendo p della forma ^h + i, szA p^^ della medesima 
forma; quanto a k^ essa pu6 present arsi sotto una delle due forme 

jfc = 4 1 + 3 ovvcro fc = 4 1 + I. 

Nel prime caso kp^'^ + i sari divisibile per 4, e per6 la pre- 
cedenie congruenza si potri scrivcrc 

{N ^*V-i^ = o(mod/)^), 
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la quale mostra cbe due radici della coQgruenza proposta sooo 

x = ±N ♦ . 

Nel secondo caso, elevando alia 3* potenza i due membri della 
(3), si ha : 

NJ^'=i(mod/), 

e per6 

Esscndo k della forma 41 + i, sari 3 kp^"^ + 1 divisibile per 
4» quiadt la precedeute congruenza si potrli scrivere 

(N ' y — Ar=o(mod/), • 

e le due radici saranoo espresse da 

x=±N ♦ . 

Se si volessero esprimere le due radici medtante una formula 
che fosse applicabile qualunque sia la forma di k^ basterebbe elevare 
i due membri della (3) alia potenza 3 iS; e poi moltiplicare per N; 
si otterrebbe cosi 

A^i»V^H. — N=o (mod/), 
e siccome 3 yp^"* + i &, in qualunque caso, muldplo di 4, si ha 

(4) x^±N * . 

Scegliendo ora per radici della (2) x^± 2^, sarebbe 

N=2^'^^^ = 2'^(modp), 

e quindi non si otterrebbero due radici diverse da quelle preceden- 
temente trovate. 



11^ R. ALAGMA. 

Per trovare intanto le altre due radtci delta coogruenst pro- 
posta, segulremo la seguente via. 
Essendo 

Ar=i6»*(mod/)), 

sari 

N*= i(mod^). 

D'altra parte 

2** ^ I (mod p), 

qutndt moltiplicando, mctnbro a mcmbro, le due ultime congruenze, 
si ha 

2^.N*=i(mod^). 

Elevando a potenza di grado 3 hp^'* e moldplicando il risultato 
per Nf si ottiene 

23.4^^-». A^j*y^v., _ A^ = (mod p^). 

Siccome 3 Vp^'^^ + i, qualunque sia la forma di h, h muldpla 
di 4, la precedente relazioue si pu6 scrivere : 

(2"V-«. N * y — N = o(mod/), 
e per6 le altre due radici della congruenza data sono espresse da 



X 



_ 3H ^tt.^.^ if—i ^ 



Queste due radici non possor.o in alcun caso essere eqnivalenti 
alle (4), pcrch^ ci6 equivarrebbe a supporre vera la coogmenza 

2"V-'=i(modp^) 
e quindi anche 

a»**^-'si(mod/>). 
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ci6 che non h, perchi essendo 2 una radice primitiva rispetto al 
modulo p, 3 J*/>^~' dovrebbe essere multiplo di 4; e questo 4 impos- 
sibile, peroccbi k c p sono numeri primi dispari. 
Le quattro radici della congruenza 

jc* — AT = o (mod /) 
ove h N^ i6**(mod/>), sono dunque 

cd 4 chiaro che, note le prime due, basta per trovare le altre, mol- 
liplicare quelle per il fattore 2"'/^^"'. 
3** Sia ora data la congruenza 

jc* — Ar=o(mod/>^). 

Si 6 visto (10, 3^) che la congruenza 

X*— iV = o(mod/>) 

4 posstbile per N^±i ovvero per iV^±:2*; cosicchi bisogna 
considerare separatamente quest! different! casi. 
a) Sia prim!eramente la congruenza 

X* — I ^ (mod p^). 

Siccome le radici di 

X*— I ^o(mod^), 

sono espresse (8, 3**) da x^ 16**, si ha 

i6»^=i(mod/>); 
e per6 

(161*/^-)* s I (mod/). 
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Le k radici della congrueoza data sooo daaqoe espresse da 

b) Sia ora 

x*+ i=o(iiiod^^). 

Sappiamo (lo, 3**, c) che le radid della coograenza 

X* + I ^ o(modp) 

soao espresse da 4*, ove z iodica uno qualunque dei k numeri di* 
span della serie i, 3, 5, ...» (2 a — 1); si ha quindi 

4"* + i=o(mod^), 
e per6 

(4^^y+i=o(iiiod/>^); 

cosicchi le k radici cercate sodo espresse da 

c) Si consideri la congruenza 

X* — 2* = o(mod^^). 

Si i trovato (10, 3**, b) che 

2<^'>* = 2*(mod^); 
quindi saii 

2(4u+,)al^-- _ I (mod/). 

Moltiplicando per 2\ 
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sono espresse da 4*(v = o, i, 2, ... ik — i); cosiccbi si ba: 

(4'')'»=i(mod^), 

e quindi 

(4i^-')**_,=o(mod^^), 
donde si ricava 

(S) * ^ ± 4**-'- 

II doppio segno del yalore di x ci darebbe, a prima Tista, ooo 
ik, ma 4^ radici; per6, siccome 

4*^ — i(modp), 
sarJi 

4^**^ — 4*'(mod/>) 
e per conseguenza 

^(H^v^-' = _ 4«#^-'(mod/). 

Cosicchi, quandoa vsi daranno i ivalori i, A+J>*+^*— >2t— if 
si oitengono numeri congruent! con — 4°, — 4*, — 4% ... , — 4*^. 
I ^k valori si riducono dunque a 2 ^, e si possono quindi otte- 
nere le 2A; radici, dando nella (5) a v successivameote i k valori 
0, I, 2, .••,(* — i). 

b) Si a or a 



X** + I = (mod p^). 



Le radici di 



x^ + I =o(mod/)) 

sono (8, 5**) ±2* e 2^ ove p rappresenta uno dei 2(k — i) nu- 
meri primi con 4^6 non superiori a 4^. 
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Si ha per consegueoza 



(3*)**+iso 



(mod /)), 



e per6 



(a^'^ + iao. 

(mod/). 

(2^^)** + I s o ■ 

Dalla prima si ricava 

xs±2V^', 
e dalla secooda 

ove^ tenendo conto del doppio segno» per considerazioni aoaloghe 
a quelle fatte precedentemcntey basta assegnare a ^ successivamente 
valori eguali ai k—i numeri primi coa 2^ e doq superiori a ik. 
5^ Sia da risolvere infiae la congruenza 

X** — AT so (mod/). 

La condizione di possibility & ^^ i, e per6 la precedente 
congruenza si presenta della forma 

x^ — 1^0 (mod /), 
la quale^ evidentemeote, ha le radici espresse da 

CfTC Uz:z Ip 2, ^, m . . f 2k* 

On. Makm^ L XIII, parte i\— Sumpato il 19 ^canajo 1899. 1$ 



n. 

EspanenH ai quaU appartengono i nunwri 

ii 2, 3, .•.,(/> — i). 



13. Supponiamo ora p della forma 4itr + 3 t quindi ^^- =3i +1, 

ove a Jt + I si suppooe ud numero primo. 

Se jt = o, evidcntemente i apparteni aU^e^Kmeete i, a all'e- 
spoQcnte a e saii perci6 una radice primitiva rispetto a p. 

Se k^o, odla serie 

(0 i» a, 3, • . . , (^ — iX 



t soli diTisori dt / — I soQO 

I, a, ai + i. 4* + *; 

e pcrt^ in cssa serie vi sari un cermiue appaiteneiite all'csponcnte 
I che i I » un ttnnine appaiteneiite aU'espooente a ^c i 4Jb + a, 
c iucltre vi sariimo 9(iil-f i) = 2^ temuax appaacnend aU'espo- 
ncntc i I + i» e f (4 i -f l) =: 1 1 tennini appmeociin aU'espo- 
ueute 4C -f^« 



14. £itw«nUt 1 1 r- 1. — ETvkfiKCfsieace «i ttfniae foalooqiie 
de'ti $erie che »i ^oidraio pertetcc e ihrsso da i, ippaiucoe al- 
r«fVceot<' i c -r i^ 

$oc$;tcri<^ U ^^^ p>coxxo £ es$: cite i 4. t tenniiB ddla sciic 
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agli etponenti i, a, 2A + i* si potrebbero, per esclusione, trovare 
quelli appanenenti all'csponente ^k + 2, cioi le radici primUive 
rispeito a p. 

Si potrcbbe anche osservare che appartenendo — l all'espo- 
nenre 2, e 4 all'esponente 26 + i, ed essendo 2 e 2 k + i primi 
fra lore, it numero — 4 appinerri all'esponeDte 4i-!-2, sari cioft 
uast. ndice primitiva. 

Ma si pu6 trovare tmmediaiamente una radice primitiva per le 
segtsenti considerazioni. 

Se a £ si di un valore pari 2 m, si ha p^Sm -f 3; se si dk 
«3Ei \alore dispari im + i, sari /i := 8w + 7. 

Ora ()uando p si presenta della forma 8m -f 3. si sa che 3 noo 

* resiJuo quadratico e per6 sari una radice primitiva; se invece p 
*» preseoia della forma 8m + 7, il uumero 2 6 residue quadratico, 
*na Don lo i — 2. 

Si conclude : 

Teorem*. — Se lilt iinm;ro /iriwitj p i della forma 4A + 3 eJ i 

* * -t- I «« wiwiero prima, una radict primitiva rispetto a p sarh 2 
^'tfero — 2, lecondo che a k si altribuisct un valore pari owero 

Si. 

Detle congruenate 

*•— ISO, Jt-'^'-iso, *****- I soCmod;*). 

i£. Da quanto abbiamo detto risulta : 
I* La congruenza 

X* — 1 ^ o(mod/') 

* «videntemente per radici J:^ ji t, delle quali -(- t appai 
* ■* — I ^ (mod p), e — I a x 4- I ^ (mod p). 
2" La congruenza 

x^' — I ^o(modrt 
Di le radici espresse da 4', ove S = o, i, 3, . . . , . 
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4® z= I appardene ad x — i ^ o (mod^), e le altre 2 i — i sooo < 
quelle della congruenza 

x^ + x^ +jr^+ ... +x+i^o(moipy. 
3® La congrueoia 

ha per radici i, 2, 3, . . . (^ — i); e poichi 

x^ - I =z=(x***' — i)(x^ + I), 

cosi 2k + I radici appartengooo alia congruenza 

x^"— I ^o(modp) 

e sappiamo che sono espresse da 4^; le altre 2k + i appartengoooi 
alia congruenza 

x^" + I ^o(modp), 

e di esse una, che & — i, appartiene alia congruenza x + i ^o(mod^X 
e le altre 2 k appartengono alia congruenza 

(2) x»* - x»*-' + X**- - x**-^ + ... _;c+i3o(mod^) 

e sono le radici prin)itive rispetto a p, Cosicchi indicando con • uno 
qualunque dei 2 k numeri primi a ^k + 2 c non superior! a 4 jb + 2, 
le radici della (2) sono espresse da 2* ovvero da — 2*, secondo che 
k & pari ovvero dispari. 

17. Per la risoluzione della congruenza 

x' — 1^0 (mod p) 
si pu6 ripeterc quanio fu dotto al n° 9, cosicchi la risoluziooe di 
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essa si ricooduce a quella di una delle congruenze precedentemente 
risoltte. 

S3. 
JMUe cangnienze 

X*— N=o, x^'-N^o, x^ — N=o(moip). 

i8. Avendo risolute le congruenze del paragrafo precedente, 
riesce facile di risolvere quelle sopra indicate, nelle quali N si sup- 
pone primo con p. 

I* Sia 

X*— iV = o (mod />). 
Perchi essa sia possibile, bisogna che sia 

N^*— i=o(mod/>), 
cioh bbogna che sia N una delle 2 k + i radici della congruenza 

jc^' —1^0 (mod^). 



Si ha pertanto (i6, 2^) 



iv=4'; 



la congruenza data assume la forma 



X* — (27 so (mod/)), 
dalla quale si deduce immediatamente 

3° Sia ora 
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La condizione di possibility^ & esprcssa da 

N*— I =o(mod^) 
doh 

N^± I (mod p). 

La congruenza data assume quindi la fbnna 



M+i — , 



(mod p). 



le cut radici sono oote (16, 2^ e 3°). 
3** Sia infiae 

x^*--N = o(woip). 

La congruenza & possibile sol amen tc nel caso di N^ i, e quindi 
essa assumeri la forma 

x**^*— i=o(mod/>), 
le cui radici sono i> 2, 3, . . . (4A; + 2). 

DeUe congruence 

x' — N = o, x***'-N=o, jc**^*-Arso(mod/>^). 

19. Per risolvere queste congruenze, ci serviremo dello stesso 
metodo adoperato nel n"* 12. 
I*' Sia data la congruenza 

;c>- N=o(mod/). 
Se un valore di x sodisfa a questa congnienza, sodisferi all'altra 

X* — N^o (mod p); 
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n ha quindi (i8, i"^) 

//a 4^ (mod ^). 

Eleyando a poteoza di grado (ih + i)p^\ si ha 

N(^i)P^-^ = I (mod p% 
Cy moltipHcando per N, 

A^(aH.)/^-»+. = AT (mod/), 

Siccome (2 k + i)/"' + i t pari, la precedeote coDgruenza si 
potri scrivere 

(N • y_iV=o(inodp^), 

la quale mostra cbe le due radici della congruenza data sono 

2^ Si debba ora risolvere la coDgruenza 

,«*+« - N = (mod p^). 

La condiaioite di possibility i espressa (18, 2^) da N^±: i, 
cosicchi la precedente congruenza si presenter^ della forma 

jc^':i:i=o(mod/). 
a) Sia 

jc^^'- i=o(mod/). 

PoicU le radid d^a congruenza 

Jc**'-.iBBO(mod/) 
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sono espresse da 4^ cosi sari 

e per6 

donde si ricava 

X ^ 4*3^"". ^ as 0» It 1, • . . • 1 i) 

b) Sia ora da risolverc 

X***' + iso(mod/)^). 
Le radici delta congruenza 

x^'+ iso(mod/>) 

sono (16, 3**) — I, e 2* ovvero — 2* sccoDdo chc k h pari owcro 
tmpari. 

La radice — i evidentemente & anche radice della congruenxa 
data; quanto alle altre 2 k radici^ poich& 

(2*)**^' + I ^o(mod/>) per k pari, 

(— 2*)***' + 1^0 (mod p) per jb dispari. 



si ba 



(2«^-')**+» + I = o(inod/), * pari 
(_2«^^-7^» + I =o(mod/), k dispari 



e per6 



X ^ 2^"' se ik i pari, 
X ^ — 2«^"' se Jk i dispari. 



DBLLE CONGRUENZE BINOMIE RISPETTO AD UN MODULO, ETC. I29 

3® Sia infine da risolvere la coogruenza 

Essa i solo possibile quaodo N^ i(mod/»)9 cosicchi la con- 
grucQza data assume la forma 

X**** — I so (mod/). 

Indicando con v uoo qualunque dei numeri i, 2, 3, ...» 4^ + 2, 
si ha 

t^— I = o(mod^) 

c per6 

(vP^')^ —1 = (mod p% 

dalla quale si ricava 

oella quale, tenendo conto del doppio segno, basta dare a v i va- 
lori I, 2, 3, . . . , 2^ + !• 



Palermo, agosto 1898. 



ROSARIO Alagna. 
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!n cu*?:! N"::i rsrrf-r: \ .1 c issi'r.zir.orit Jei ripi (non cqai- 

5 ii rrez:;ni:i ere. re: . s r.zT.: s;=:p'.ici (pei qaili * cena* 
rr.:-".:f --r^:^. -i t'cct:i ircvi^i :i::i, en i.m metodi, in nna Nou 
i: < ::. Cisre '. -. j ?to ii! : :."\: : /I'V fa*^vu algtbricbt le cmi 
:'::'r{ srr: r^^f Si iVr.'-f : '"' \"-."i ?-ir??n:e Xoca ritrovo da un 
j:-".* ■ >-f:rrr.' c.:*. e rerrer..::.' > £ Ci>:e'auovo, mentre daU 
■ :-: ;i-r: • r:*:>i«^ -rr'^ir::: >: r-jsti iigui!m«ite per i ststemi 

* m 

Sr. :.:r: che i >."*': - >:.-:r-' s.-v-i'r^^r.iinr. di gcnere 3 c di 
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dimensione ^ i sono, per le note propriety della sovrabbondanza (*), 
oo' di grado 4 ovvero oc' dci gradi 3» 2. Sicchi questa Nota si 
divide in due parti : nella prima si assegnano i tip! possibili che 
provengono dalla nota discussione aritmetica g\k adoperata in ana- 
loghe ricerche dai signori Noether, Bertini, Guccia, Marti*- 
nettiy Jung,... nell'ahra si consideiano i sistemi sovrabbondanti 
provenieoti dalla discussione aritmetica e si fa la discussione geo- 
metrica della loro esistenza. 



PARTE l\ 
JHscusHane aritmeti€€U 

I. Consideriamo come equivalenti due sistemi lineari di curve 
{Mace, quando Tuno possa dedursi daH'altro mediante una trasfor- 
maztone Cremoniana del piano. 

Diremo che un sisteraa [r] fc un derivato di un sistema [C]; 
qoando [r] s'ottenga da [C] imponcndo a questo ancora altri punti 
base semplici. Rammentiamo che un sistema dicesi ^iM/^f/o, quando 
le condizioni che Tindividuano sono fornite esclusivamente dai punti 
base del sistema. Un sistema completo di cut sia C la curva gene- 
r;ca verrfi Uenotato col simbolo \C\. I sistemi dei quali dtscorreremo 
(cdt 10 questa ricerca ci6 non costituisce restrizione) saranno com- 
pleti, sicchi invece di dire sistema lineare completo, diremo sempli- 
cemente sistema lineare (e spesso anche soltanto sistema). 

In un sistema lineare 00^ (J^>> i) di curve piane \C\ ha speciale 
importanza la serie caratteristica (**) cio^ la serie lineare secata suU^ 
curva gcnerica del sistema dalle rimanenti curve di esso. St D h 
il grado del sistema (cio& il numero d'intersezioni variabili di due 

(•) Castelnuovo: Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve 
fUmi. (Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. XLII, 1891), 
Cap. I^ 18. 

(^) S e g r e : Sui sistemi lineari di curve piane algehriche di generep (Questi 
RendicoQti, 1 1, p.ig. 217); Castelnuovo: Ricerche generali sopra i sistemi^ etc, 
loc cit» n® 18. Le osservaxioni che premettiamo in questo n^ sono tratte d4 
questa Memoria del sig. Q a 5 1 e I n u v 0. 
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curve di |C|), la serie caratteristica ft una ^ completa. 11 sistema 
h regolare (cioft le coodizioni imposte dai puuti base sono indipen- 
denti), quando la g^* h una serie non speciale, savrdbbimdanie nel 
caso contrario. La saurabbondansia, cioft I'eccesso tra la dimensione 
effetiiva del sistema e quella calcolata aritmeticamente, non tenendo 
conto dei legami fra i punti base (dimensione virtuale) k un inva- 
riante rispetto alle trasformazioni Cremoniane e, denocandda con s^ 
si ha : 

s=p — D + *— I, 

ove con p denotiamo il genere delle C. Per p = 3» tmd i sistemi 
00* (i> i) sono quindi regolari (s = o), ccceito quelli oo' di grade 
4 (^ = i) e quelli oo* di grado 3 (i = i) o di grado a (j = 2). 

Dicesi semplice ogni sistema tale che le curve di esso passanti 
per un punto generico non vadano necessariamente a passare per 
punti variabili con quello» non semplice ogni sistema cbe non sod- 
disfi alia precedente condizione. 

Per classificare i sistemi di curve di genere 3, li ridurremo, 
con trasformazioni Cremoniane, ad avere il minimo ordine. 

2. Premessi quest! brevi richiami, sia \C\ un sistema lineare 
00* (jt > i) di curve, di genere 3 e grado D. Siano n Tordine, 
f , , f 2 , . . . , f y le moltipliciti dei punti base (distinti od inBnita- 
mente vicini, nel senso di Noether). 

Si hanno le relazioni : 

(i) Xr: = n'-D 



(2) X''.= 3«-^ + 4 

(3) ^^2. «>3- 

Noi supporremo ordinate le r, in guisa che sia 

(4) '', ^ ^ ^ ''3 ^ • • • ^ ^ » 
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Se il sistema ha meno di tre putiti base, 6 d'ordine minimo. 
Poniamo allora r, = «, r^=zb^ a + b = n — / (fl^o, i^o, /^o). 
Esseodo le C dt genere 3, avremo: 

(a + b— i)(a + b — 2) — 6 ^a(a — 1) + b{b — i) 

ossia 

(a .-!)(*_ 1)^3. 



Da questa, essendo, per la (4), b ^a, ricavasi b — i < 2. 
Quindi o J=o ovvero i= i ovvero b=±z2. Nel 1° caso (b = o)^ 
avremo /> i ed 

(fl + / — i)(tf + / — 2) — 6 = a(fl — i) 
cioi 

(S) 2a(/ -!) + /(/ -3) = 4 

■ 

doDde 

'('-3)^4 

e quindi /^4. Quindi i casi possibili sono / = 2, 3, 4. Per /=4» 
la (3) di flzno, percio 11=: 4. Si otiiene il sistema |CJ di lutte le 
curve del 4° ordine. Per /= 3* s'ottiene un sistema \C^\ con un 
punto base semplice e perci6 un sistema derivato (n^ i) di |CJ 
(privo perd.6 d'importanza). Per /=:2, i a = 3, if = 5 e si ha il 
sistema |Cj^|i'| , cio& il sistema delie curve di 5^ ordine con 
un punto, I, base triplo. 

Nel 2* caso (*=i), si ritroveranno certamente sistemi derivati 
del precedent!. Nel 3° caso (^ = 2), posto n=a + s (^^2), si ha: 

2a{s — i) + s(s— 3) = 6. 
# 
Questa (tenendo presente che fl ^ 2, ^ ^ 2) di soltanto i=2, 
a = 4 e quindi n = 6. S'ottiene cosi un sistema |CJ ^ |i^ 2*15 
costituito dalle curve di 6^ ordine aventi nel punto i un punto qua- 
druplo e nel punto 2 un punto doppio. 
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I tre sistemi precedeotemente trovad sono d'ordine mintmo. 

3. Un*altra categoria Ji sistemi lineari d*ordine minimo s'ot- 
tiene considerando que! sistemi che, pur avendo tre o piii di tre 
punti base, hanno la somma delle tre moltipliciti piii elevate dei 
punti base doq superiore aH'ordine, cto& : 

(6) ^1 + ^ + ^, ^ n. 

Noi faremo qui la ricerca di quelli fra uli sistenu aritmedci- 
mente possibili per cui D=z2, perch& quelli di grado D^ 2 s*oh 
terranno da essi togliendo punti base semplici. 

Dalla (i) e dalla (2) si ha : 

(7) ^ Z^-Z^f=«(5^-«)-i>(^-0-'',(^+^-4)+^+^• 



II primo membro di quest'eguaglianza h, per le (4), ^o, quindi 
lo stesso succede del secoudo membro. Tenute present! le (4) e la 
(6), si ha quindi 

C^+^+^X^r,— r.-r,)-2)(r3— i)+4r,— r.f,— r,r,+r;+f^O, 
ossia 

— 2 f. r, 4 2 rj - Z)(f3 - i) + 4 ^ ^ O. 

Posio f , =z r, + /„ r^=r^ + /, (/, ^ /, X o), questa divieoe : 

(8) ^ D(f3 - I) + 2 f/. + /, - 2)f, + /./.. 

Essen Jo Tj — i ^ o, i 2(/, + /, — 2) r^ + /, /, ^ o. Da qaesta, 
con una facile discussione, ricavasi 

(9) /. = 

e quindi 

(10) /. = o, 1, 2. 
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Ora, per D = 2 [tencndo prescnte U (j)), ii (S) 4i : 

('. — 0^ ^ I- 

Sicchi, per t^=r2, i r,= i, doode s'ocdene iin sistema dcri- 
^% dal sistema jC^I ^ |i';^ tiovato al n"" a. 
Per r,= i, U (7)di: 

^(S^ — «) + 3^ + 3^0, 
ossia 

«(»— 3^)^3'', + 3t 
cssendo poi 3 r, + i ^ if [per la (6)], 

n(fi — 3 ''j — O^a. 

Ma If > 3, quiodi » ^ 3 I'j + i e perci6 n = 3 r, + i. 

Posio r, = p, avremo r, = p + i, r , = r, = p, n = 3 p -| i. 
Chiamato con p^ il numero dclle r^ eguali a p (oltre ad r, » ry)^ 
con /), quello dclle r, eguali a p — i, ..., con ^,^, 51 numero dcl!c 
Ti eguali ad i, la (i) e la (2) dinuo : 

Sottraendo dalla 2' di queste, moltipUcau pt:?* f « la i*. 



A(P - + 3 A(P - 1) -^ . . . ^ <> - hf^ — ^' 



Donde risulta, per ogri i corsp'-rs-: fra : •: j — r ^/j^: wtfr'r/. 
inclusi) : 

17.5 — 1^;,^ 2. 

Siccome non pu6 esverc /.:=/,- ^ . . '—f^^ z^^^ ^ 



4. -i5ii.i:2:5. 



lUtii" s _^ r 



.■ ^. 



, 5«i «>4, 



^ : ^:^-u- : ; = r : i z^i --- * = 5» s^ !^ « = loe 



7. • A- - 



«•! al ^S - 



^ ^^ * . 



^ ' * *— > ♦ — -> • — - ♦ — - v' 

• - ■ « • . c 

/* =-• -' -- -" -= i' -' x' a' fo' If 

ii^t -1 5 £':z:l 1. :«rrt ^ :;- :rir; crc :i2 punto bise qua- 
c: :. r*:T£ :.-:: :.i>* :r:.. ^i -r j-ii: iase scsiplice. XeUa di- 
£.rji£ :ct zii^trtrziTL: i-* c::ti:j s'cszii dog r;io arert la dimcn- 
i':ct />: icc-?:! n^jc^iirizii-ir i.r"I ?--!: rase riduccndos ad 



y 






■1 — — * 



C = •' 9* -* #• -* •;• -• S" a* 10* II la' 

Rtsti ia consiierart ;" caso /, = o. A'!cra il a* membro della 

(7; ^i : 

ossia 

a(f, -r 0^«(« - sO- 
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Essendo r^ + i <^n, si ricava 

ed, essendo « — 3 ''j ^ o, & « = jr, + i ovvero « = $r^. Posto 
fj = p, si ha dunque o n=3p + i o «=3p. Denotando con 

Pay Ptf "' f Pf^t il numero delle r, (1 = 4, S> 6> • • • > ^) ^guali 
rispctiivaraente a p, p — i, . . . , i, si ha nel i** caso (n = 3 p + i) : 

^?+P,(p-0+ ••• +/>p-. = «P + 5- 
Moltiplicando la 2* di queste per p e sottraendo la i*, 

A(P — + ap.(p - 2) + ... + (p - 0V« = ^ - P- 

Risulta quindi i — p ^ 0, donde p = i . In corrispondenza, 
s'oniene un sistema derivato da qucllo di tutte le curve di 4'' ordinc. 
Nel 2^ caso (n z= 3 p) si ha invece : 

Pop"+^(f-iy+ ... +V. = 6p*-2, 
Po?+Pi(jf — i)+ ... +pp.. = 6p + 2. 

Si ricava dalla i' di queste p^ < 6. Moltiplicando la 2* per 
p — I e sottraendola dalla i*, 

AP— A(P — 2)— ... — (p — 2)/>p.,=:4p, 

dalla quale p^ ^ 4. Quindi o ^„ = 4 o />o = 5- Per po = 4» * 
p^ = p^zzz ... =/p«, = 0, e le due equazioni precedent! dinno 
entrambe : 

A(p — = 2(p + i). 

Dovendo essere « ]> 3 e quindi p X 2, sari quindi p^ Z^ 6, 
JImmL 0V«, MaUn$.» u XIII, parte i\^Sumpito il 21 |;eaaijo 1899. {3 
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!:^o*.:re Ja questa st;rssi eguigliaazi risnlu^,^^, Quindi 5^Pi^^- 
la corris^3nicnx4 i; va'.on r, = 3, 4, 6 (i soli possibili), s*otten- 
gODO i sistemi : 

C., s i», 2', 3«. 4', 5«, 6'. 7'. 8*. 9\ 10*1., 

C, = I'. 2'. 3\ 4', 5'. 6'. 7'. 8', 9\ io\ II'!, 

C, = i», 2*, 5\ 4% 5*. 6*, 7\ 8, 9, 10, II, la, 13],. 

Per /'e'^ >i '' cqjizion; fandaxenuli precedeoti diveogono: 

ACf — -r /.C- — O r- ... + /^^ = p + a 
e di qocste s'ocdene : 

ACf- 0-;:t - 3)- • • — /«& — 3) = 2. 



!>:: questJi dcrivasi /-, > c. Qu:nd: in ta! caso pd numeri r^ 
f, = f. = . . . = r, = J, f^ = ? - I, ■ = 3 ?. 



v^ucs:*l':i:z:2 ammene le seguend solosaii 



s . If — :: ^^ n "^ * 



% • y 



''.»==• %:=J (»=") 
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In corrispondenza alia (a), si ba 2p — 3 = 3 e quindi p == 3> 
n = 9, e s'ottieoe il siscema 

|C,|s|iS 2', 3', ..• , 8V9S 10, II, I2|,. 

In corrispondenza alia (P) si ha il sistema : 

ICJeli*. a«, 3*. .... 8*. 9', lo', ii|„. 

in corrispondenza alia (y): 

|C„| = |i*, 2^ 3', . . . , 8', 9'» lo'l.g. 

In questo modo conosciamo tutti i sistemi aritmeticamente pos- 
sibili di grado D = 2 per cui ^ , + ^a + ^j ^ «> e quindi, per una 
considerazione precedente, anche qucUi analoghi per cui D^2. 

4. La ricerca dei n* precedenti ha importanzn per quest! due fatti : 

I* I sistemi irovati non sono irnsformabili Tuno neiraltro (cioi 
costituiscono tipi distinti), perchi sono d'ordinc minimo. 

2*^ Quando si abbia un sistema lineare di curve di generc 3, 
in cui la somma delle moltcpliciti dei tre punti base pii!i elevati 
superi Pordine^ e quest! tre punti base non siano tali che due di 
essi siano, separatamente, infinitamente v!cini aU'altro (*), si pu6 
sempre con una trasformazionc quadratica abbassarne Tordine. Sicchi, 
se, abbassando succcssivamente I'ordinc, non si prcsentano mai i 
tre punti base nelle condizioni eccezionali qui indicate, s'i sicuri di 
cadere in uno dei t!pi provenienti dalla d!scussione precedente. 

Per rendere completa ia ricerca dei tipi aritmeticamente possi- 
Ixli dei sistemi lineari di curve di genere 3 (e dimensione ^ i), 
non rcsta quindi a far altro che ricercare quali siano i sistemi per 
cui sia 

00 r, + r^ + r,>n 



O Usianx) ora e nel segiiito queste frasi nel senso introdotto dal signer 
Noetben 
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e per cc: i ptnd r,-p'c, ^^-'P-o &^iik> infinhamaitc vidni al ponto 
r.-r.c rnel'.'i'-.zrr.: i": r criisc £5 cnesto) e per cni non esisuit 
cj::^ ms:''::':r.2rlc<Ge 0£z:o=.:i.:ia ^= sjccessiooe di trasformaaooi 
cuil-2:':-.t; :he nc iboasss l'ori:ac (•). 

Percii) :sserv:am3 anziiatxo che, per ogni sistema 00* (i ^ i) 
di curve i\ grnere 3, per cc: sia soddk&tu la (11% i Di^2S + 4. 
Quesu s: ricara scbho dal!a (a) dd n° 2. Qmndi 

(12) Z)^2« + 3. 

Co postOy considcnanx) la curva composu f d'ordine ^fi] 

cosdtuita da:!e rene cbe da! panto r.-plo vaDoo ai pnnti f|-pH| COD- 
ute r^ volte (ie z= 2, 3, . . . , v). GxiUDdoae le incersezioiii ooUe 
curve del sistema dato, riunite nei puoti base di questo, si ricava 

subito : 



* » 



^r,g,. + g^. 



ossia, per la (i) del q"" 2, 



e, per la (12), 

(13) (« — OZ''»^ «* — >■ — 3—^- 

Dico che, tscluio il ccso r^=zn — 2, tsUtimo fnmii base id 

sistema dato cbt non sono neWintorno di i"* ordine del punio r^-plo; 
cioc L-jistono puuti die o sodo a distanza finita dal punto t{^\o o 
'.ono sa:el!iti di qualche puulc satellite del punto vplo (*•)• 



(') Le cose chc vtrgon dettc nc! seguiio di qucsto n° sono note e qai 
messe per comodita di quei Icttori che non avessero presente la Memoria del 
sig. Jung: Ricerche sui sistemt\ etc., Mem. II, !oc. cit. $$ 7» 8 e 9. 

(•■; La dimostrazionc di quesio principio, quale qui t fatta, t una imitap 
zione di analoghc dc! sig. Gucci a nc!!c Note: GifuraJina^ions di im Uortwut 
di hioether (qucsti Rend., t. I, pag. 159} e Suila ridu^iwi dii sisUmi Unmn 
di curve tllittichi^ tic. ^Ibid., pag. 169). 
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Difatti, g^ tutti i punti base fossero neirintorno di i^ crdioe 
dd puoU) r.*plo« sarcbbc, com' 6 noto» 

9 

e la (13) darebbc 

(n — r,yr, ^ n* — 2 11 — 3 — rj, 

nr,^n(n — 2)— 3, 

la quale, teouto como che r^^n — 2 e che n^3, nop pu6 csser 
Terificata che per r, = « — 2/ 

Divideremo quindi qucsta riccrca in due parti. Nella prima ci 
occuptamo dei sistemi per cui r, = n — 2, nella scconda di quelli 
per cui r, < « — 2. 

Quando r , = « — 2, sari necessariamence r, = 2, i ^r^^i, 
per le coodizioni : 

ri + r^^H (;>£0 

^ + r, + r, > « 

Siccbi gli altri punti base sono, al massimo, doppi. Denotando 
con p^ il numcro delle r^ = 2, per j = 3, 4, , . . , v e con />, il 
numero delle r , = i, le (i), (2) del n"* 2 dinno: 

^A + ^. = 211— D + 4; 
doode 

e quiodi » ^ 6, 
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Ma^ siccome tutii i punti doppi devono stare Deirintomo £ 
i'' ordine del punto (n — 2yp\o, altrimenti il sistema potrebbe ab- 
bassarsi d'ordine con una trasformazione quadratica, dev'essere: 
n — 2^2(n — 6) + 2 e quindi « ^ 8. Segue che i valori pos- 
sibili di n sono n =z6, 7, 8. 

Per n = 8, si ha un sistema che indicher6 con 

ig' = ii%2», 3%4*i;, 

cioi un sistenDa di curve d'ottavo ordine con un punto base 
6-plo c tre punti doppi ad esso infinitamente vicini, che si possono 
semprc snpporre (e ci6 si pu6 ottencrc con convenient! trasfbrma- 
zioni quadratiche) su direzioni diiFerenti. Questo sistema i d'ordine 
minimoy ma non lo h nessun derivato. 

Per n = 7, si otticne un sistema di curve di settimo ordine 
con un punto quintupio e due punti doppi ad esso infinitamente 
vicini. Questo & d'ordine minimo. Per istudiarne i derivati, csser- 
viamo che si pu6 sempre supporrc che i due punti doppi si trovino 
su direzioni differenti (*), il che si pu6 sempre ottenere con spe- 
ciali trasformazioni quadratiche. Analogamente pu6 ancora supporsi 
che un punto base semplice il quale trovisi neirintomo di 1° ordine 
del punto quintupio lo sia sopra una direzione che non vada a nesr 
suno dei punti doppi. Ci6 posto, se c'& un punto base semplice 
satellite di un punto doppio, il sistema non & certamente d'ordine 
minimo. Lo stesso dicasi sc tal punto base h a distanza finita dal 
5-pIo. Se poi nessun punto base semplice & a distanza finita dal 
5-plo nh b satellite di un punto doppio, i punti base semplici stanuo 
tutti sopra un ciclo linearc, usccntc dal punto 5-plo, la cui tangeate 
non passa per nessun punto doppio. Se vi & quindi un sol punto 
base semplice ovvcro due punti base semplici su tal ciclo, il sistema 
& d'ordine minimo, mentre che se ve ne sono pii!i di due, il sistenu 
& d'ordine minimo soltanto quando essi stanno su un ciclo (lineare 



(*) In condizioni ana!ogiic ho supposto tacitamente ridotti i sistemi douti 
di singolarit^ straordinaric di cui discorro nella Nota sulla Riduiion$ dH fasHil 
genere 2, loc. cit., u° i. 
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e) di seconda classe (alirimenti csisterebbe una trasformazione de 
Jonquiires di 4° ordine abbassante Tordine del sistema). 
Noi. deooteremo quiodi con 

|C/ = |iS 2\ 3% ...1; 

un sistema di curve di 7° ordine dotato di un punto base quintuplo, 
di due punti base doppi ad esso infinitamente vicini in direzioni 
diverse e forse di altri punti base semplici; coiravvertenza che questi 
stanno sopra un ciclo linearc non contenentc ncssuno dei punti 
doppi e che^ se il loro numero i ^2, tal ciclo i di seconda classe. 
Un tal sistema h d'ordine minimo. 

Per n zzz 6, con una discussione analoga, s'ottiene un sistema 

\c/=\i\2\ ...i;, 

doft un sistema di curve di 6^ ordine con un punto quadruplo, un 
punio doppio ad esso infinitamente vicino e forse altri ^ (0^x^14) 
punti base semplici. Esso inoltre soddisfa alle seguenti restrizioni : 

i^ Nessun punto base semplice h satellite del punto doppio. 

2^ Tutti i punti base semplici o stanno sopra un ciclo di se- 
cond'ordine e prima classe (avente I'origine nel punto 4-plo)^ ed 
allora il loro numero non supera 4; ovvero tutti i punti base stanno 
su dcIl lineari (al massimo 2) uscenti dal punto 4-plo. In quest' ul- 
timo caso, un cido lineare su cui stiano pi£i di due punti base sem- 
plid i necessariamente di seconda classe. 

Tali sistemi sono d'ordine minimo. 

I ore tip! precedenti provengono dall'aver supposto r, =if — 2. 
Per discutere ora il caso r, < « — 2, adopereremo il noto metodo 
di Noether. Porremo: 

c chiameremo 1, , 1^ , . . . , j^ le moltipliciti degli altri evcntuali 
punti base che stanno neirintorno di i** ordine del punto /-plo, con 
*i >*»»•••> *i Ic moltipliciti di quelli che non stanno in talc 
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iotomo. £ da osservare che h m^i, mentre f ^i. Mi 
ordioe cooTCiiieate le A e le i, si haimo le relaaou: 



esse ID oa 



(■4) 



• • • • • 

/ + '. + ». 

n-i>2 



I, ^ f, ^ I, 



^ . . . ^ »« 



»'. ^ *. ^ *. ^ 



.^v 



I ststemi pei quali j + 2b^^n, non sooo, com'i oolo^ d'ordine 
mioimo. Quindi dobbiamo occuparci di quelli per cni 



/ + 2 A. ^ « 



ossia 



05) 



« — ; 



•— 2 



Possiamo, per le (14) c la (15), porre: 



ij — jjil, AJ = r— _jc, (4 = 1,2 m; l«i,2,...,f) 



0ve 



0^X4^1, o^<r,^i. 



sicchi 



•i^'i^. ^i^^i— 



— f 



Con C16, le (i), (2) del n** 2 dioDo : 



'-+'-i"+("-?^)> =••-'> 



/ 



f + i,^ 



St + 



V^'^«i^3«-^ + 4. 
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Moltiplicaodo la 2^ di queste per e sottraendo dalla i^ 

duceodo, si ha: 



Esscndo If — / > 2, h quindi 

f'7) 2)>(2;-it + i)-4)+;>"/-0- 

Osserviamo che h n — / — ^ ^ o» quindi sarii 

D>2; — ii + I>-4, 

c 2/ — » < 4- D'altro canto, 2/ ^; + i, + i, > if, quindi 
» ^ o, e perd6 pu6 essere : 



2; — If = 3, 2, I. 

Id tutli quesci casi, dev'essere n — / — f, = 0, pcrchi se fosse 
/ — f, ^ If dovrebbe, per la (17), essere 

■ D>D-3+,\ 

«^tTc per le condizioni ii > 3, 2 / ^ 11 + i> 4/^3. 
Quindi i 

Se fosse 2/ — if = 3, s'avrebbe 1, == / — 3 e quindi f, ^ 3. 
(16) e la (18) darebbero allora 



2 ^D— i' 

^^lla quale, osservando che D ^ 2, si ha / ^ 7. D'altro canto, 
^stndo / — 3 = n — / > 2, i / ^ 6. Quindi o j = 6 j-^j. 
bad. Qrc MaUm^ t XIII, parte x\— Sumpato il 21 ^ennajo 1899. 19 
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Per f =^6, If = 9, ^ ^^ 3 ed osservando che ua sistema di 
curve di 9'' ordine coo un punto 6-pIo ed udo 3-pIo i del genere 
10, si vede subito che noo gli si possono imporre paad cripli o ioppi 
sintanto che il genere s'abbassi a 3, maoteneodo il sistema d'ordioe 
mininio. Analoghe considerazioni mostraDO che nemmeno per /=7 
si possono avcre sistenii d'ordine minimo. 

Supponiamo ora 2/— .w = 2. AUora 1, =/ — 2. Turn gli altri 
punti base non possono esserc che doppi o semplici (dovendo il si- 
stema esser d'ordine minimo). Deootando coo p^ il numero dei pund 
base doppi e con p^ quello dei semplici, le (i), (j) del n^ 2 dkaoo: 

4Pt + Pi=^r — 4J'-D 



2p,+P^ = 4i-D, 



laonde 



p, =y (/ - 4) 

p, = 2/(6 -j) - D. 

Quest* ultima, tenuto prescnte che D ^ a, i^J^S* °^f ^^ 
vendo essere y — 2=« — />2 e quindiy^5, iy = 5. In cor- 
rispondenza a questo valore, i « = 8, ^, = 5, f, = 3 cd il sistema 
non pu6 mai esser d'ordine minimo. 

Supponiamo finalmentc 2/ — « =: r. AUora h ii'=J — i c quindi 
gli altri punti base (se il sistema h d'ordine mintmo) dod possono 
essere che semplici. Tenendo conto che le curve del sistema sono 
di genere 3, ricavasi 

(/-i)C/-2)=3. 

la quale non h verificata da nessun valore intero di j. 

Si conchiude che per r, < « — 2 non c'i nessun sistema oe* 
(Jk> i) di ordine minimo (e di genere 3) per cui sia r^-\-r^ + ^^^^* 

In condusione : 



tixxjiiom i>m simni likbari oo^ di otrvb Pikm, etc, I47 

/ tipi aritmeticamenie possibili (♦) dei sisiemi lineari 00* (ik> i) 
a CHf9e piane di geture 3 s^no : 

* 

• (<0 IQI ^ |i', 2\ 3\ 4*. 5*. 6% 7\ 

W |C^|s|i», 2% 3', 4*. 5', 6% 7', 8S 9% io\ 

(/) |C,| = |i', 2', 3', 4», 5', 6», 7', 8', 9*1, 

to |C,| = |i', 2', 3'. 4', 5', 6', 7', 8», 9% 10*. ii»|, 

(*) |Cj = |i*, 2', 3', 4'. S'. 6', 7'. 8'. 9', lo'l. 

(0 |C„| = |i\ 2*. 3\ 4*, s*. 6\ 7*, 8*, 9', lo'l, 

(0 |C.,|^ii', 2S 3', 4S S^ 6'. 7S 8*, 9*. io*|., 

(•) IC.,1 s |i*, 2', 3*, 4', SS 6*. 7*, 8*, 9'. lo'l., 

(0 ig's|iS2%...|,' 
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iia 



(0 
CO 



ic/siis 2% 3%...i; 

ig'sn*, 2«, 3% 4»i; 

• itrivttti dei sistemi (a), (*), (d). (0. (0. (*). (0 D- 



f*) Cioi provenienti dalla discussione aritmetica precedente. 

C*) Alcuni di questi sistemi crano noti : nella seconda parte (dopo avere 

^^0 queili geometricamente impossibili) faremo Ic citazioni opportune. In tal 

^^ vedretno che non esisiono i tipi (b), (w) e che dei tipi (/), (/) esistono 

^^^^uto derivati (cio^ tali sistemi devono avcre necessariamente punti base 
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Col simboh Cj ^ \i\ 2\ . . . , /. ilmoHamj ftt mi iufma 
if curve d'orJine n con i punti base i , 2, .... v wemUipli rispetH' 
vamente seconJo :, 5, , / (distinti od infinitamenU vicim). 

I sistifni («), (0), (p) banMo inoUre i pmnii base doppi infimtOr 
menie vLini si punto base i, in dire^umi dixKru. B sistema (m) ha 
1(1^5^14) P^'^^^ ^^^ sempUci e soddisfa a qmesU restrbpom: 

i*" Scssun punto base semplice i saiellite del pmmio doppio. 

2** Tutti i punti base semplici stanno sopra urn cicio di samh 
d^ordiwe i prima clcsse (ivcnre '/engine nel puDto 4'-plo), ei a!hr0 
il loro numerj ncn supera 4; cwero tuni i punti base sempliei sianua 
sm cicli linejri (il massimo 2) uscenti dai punto 4-plo. In quest'ul'' 
time case", un cicIo lineare su cui sticno piu di due punti base seuh 
pILi, i necessaricnuKU Ji SfccnJj classe, 

I si^emi {0) posrcno avers s {o ^s ^ 14) punti base sempliei^ 
ncn satelliti dei tunti i^ppi, si:uati su un ciclo liweare nscente dad 
punto S'P-^' ^^ >^ '<^<-^ Kumerj supera 2, tal iielo de^tssera di xe- 
ccnia cicsse, 

n sistema (p) mn ba punti base semplici, 

PARTE n*. 



$ . Esaoma cost U ricerca aritmciici prccrdciite, KsQgn> vedere 
qoali dei sistecii trori:: esisuoo entCTaxzmce. Basterk cercare i 
si5tetr: scvrjL^i>?ri22t: rn?v;r:ecr iil'.i d-.scisssiooe aritmcdca c sCo- 
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ir.ian oc' (c >^ :^ sovriiicaiirrti di cnrre di genere 
5 pos>oco ««:c «' *>i ck\ Ne! rrirc Ciso i D=:4 c la seric 
ciri::crl<::ci y^n*' i; ^ '.« xrr.e i:.=c:::ci /'. Scgae che in til caso il 
s^tfc^i i $<n:rl:c^ y^cic^ t&'c c'r^c If curre id sstema passand per 
un p«cro ):c3crco d^i p .£c res rvis&iso per un altro pnoto con 
c-e'.o vir^ir. c\ >* *JL c:m ciri:\:i r:c d rpcrcllhdca; invece t 
z<z sir.*«r'.;.\: ;ul cisc c^rr.trir,:. I2 c^intc illc reo sovrabboodantiy 
il Iccv: iiricc pco cssfn: ^r/ T -T = 5 ctttto D=i2. Kel i* caso 
^r = ;^ ,i, uix <i:^n^' >:.^£ e vrj ^\ e fuim^i ■» pub Im €tina 
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generiea della rtte essere iptrelHtttca (peichi la g\ i la residua di un 
punto della curva geaerica, rispeilo alia serie canonica); ncl 2° caso 
invece (D = 2) la serie caraneristica h una g\ , quindi la curva 
gtntrica dtila rite i iperellittica. 

6. StSTEMT sovRABBONDANTi 00', — In OQ sistema sovrabbondaDte 
00', \C\, d'ordine n e gencre j, essendo la serie caralteristica la 
serie caoooica, si ricava che ogni curva coinponente di una curva 
aggiunta (d'ordine n — 3) alia curva generiea di |C| fa parte di una 
curva di \C\. 

Derivati del sistema (a) (n° 4, uUiina proposizione) che siano 
di grado /) ^ 4, sono sisicmi jC,|^[i, 2, j, ... , 12] . Affinchi 
nn tat sistema (che i, in generale, 00') risulti 00', k necessario e 
sufficiente (per I'osscrvazione precedente) scegliere i 12 punii base 
in questo modo : secando una curva di 4° ordine con una cubica 
(irrcducibile o no), II sistema di curve di 4° ordine passanii per i 
12 puoti cosi oitenuti i co'. Un tal sistema i necessariameote sem- 
plice (perchfi la curva generiea non pui> essere iperellittica). 

Un sistema oo> di grado Z> =: 4 derivaio del sistema {b) non 
pu6 esser semplice (perchi la curva generiea k iperellittica). Esse 
sari un sistema |Cj^|i', 2, 3, 4, ..., 13I,. Per mostrarne I'esi' 
stenza^ considenamo ana curva di ;" ordine C^ con un punto triplo, 
t, ed una curva di ]° ordine C, passante per i. Siano 2, 3, ..., 13 
gU attri 12 punti d'intersezione di C, e C,. Consideraodo il sistema 
lineare individuate da C, e dalle curve composte della pane fissa 
C, e di una qualunque coppia di reite uscenii da i, questo i un 
sistema del tipo voluto. Un'altra dimostrazione dell'esistenza di si- 
stemi 00' sovrabbondanti del tipo ICJ ^ |i, z, 3, ..., 13|. , la 
quale fornisce un sistema ancor pI6 generale del precedente, sorge 
mediante una trasformazione doppia (*) di cui ci serviremo in 
seguiio. 

Considerando in un piano t; la rete dt cubicbe passanti per 7 
puDti I, 2, }, 4, ;, 6, 7, e facendo corrlspoodere alle curve di 



(*) Vedasi D e P a o I i s : Le Irasformaiionl flan* dopplt (Metnoria della 
K. Accademia dei Liiicei, 1877), 0° 18. 
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essa le rette d'un altro piano tc', at 2 punti d'intcrsezione variabifi 
di due curve della rete il punto dMnrersezione delle corrispondeod 
rette, s'ottiene una trasformazione doppia. 

La curva di diramazione del piano 7p'(curva il cui ponto gene- 
rico corrisponde a due punti coincidenti di ic) h una corva C^ di 
4^ ordine priva, in generate, di punti multipli. AUe rette di tt cor- 
rispondono curve di 3° ordine di tc' le quali toccano C| dovnoqne 
rincontrano; ai punti i> 2, 3, . . . , 7 corrispondono 7 rette tan- 
genti doppie di C^, etc. etc. Una tale trasformazione verti deno- 
tata con C. Se, in particolare, i 6 punti 2, 3, 4, . • • , 7 stanno 
sopra una conica, la curva di diramazione C^ acquista un punto 
doppio O' corrispondcnte a tuita la conica, alle rette di x corri- 
spondono cubiche aventi in O' punto doppio e toccanti C^ nej^ 
altri punti d'incontro, ai punti 2, 3, . . . , 7 corrispondono le tan- 
genti condotte da 0' a toccare altrove C|, mentre al punto i cor- 
risponde una tangente doppia di C| , etc. etc. Questa trasformazione 
verr^ denouta con C^ 

Consideriamo nel piano tc' il sistema 00' delle curve di 3* or- 
dine aventi nel punto singolare 0' punto doppio ed aventi tre pund 
base semplici A\ B\ C\ II sistema 00' che gli corrisponde su ir i 
un sistema |CJ^|i', 2, . . . , 12, 131^, cioi un sistema 00* di grade 
4p derivato di (V). 

Per dimostrare I'esistenza di sistemi 00' sovrabbondanti e sem- 
plici derivati dal sistema {d)y cioi sistemi 

|CJ = |i*, 2\ 3', 4t\ 3', 6", i\ 8, 9, 10, ii[„ 

consideriamo nel piano tc ad arbitrio 7 punti i, 2, • . . , 7 e la 
rete di curve di 3° ordine |Cj|^|i, 2, 3, . . . , 7I,. Indi conside- 
riamo nel piano un punto A^ e sia B il nono punto base del fiiscio 
di cubiche passanti per 1, 2, . . . , 7, -4. Consideriamo una qua- 
lunque curva Q di 6** ordine irreducibile aventc punti doppi in 
I, 2, . . . , 7 e passante per A ma non per /i, indi una cubica della 
rcle C3I, Cj, non passante per A (c quindi ncmmeno per B). II 
sistema 00' individuato da Q e dalia rete di curve composte dalla 
C'^ fissa e dalle curve della rete |C^| k un sistema 00' di grade 4 
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derivato da (J). Esso h semplice : infaici le curve del stscema pas- 
saDti per A non hanno in comune altri punti fuori ^\ A t dei pu nti 
base del siscema. 

Per dimostrare poi Tesistenza di sistemi oo' sovrabbondaoti ma 
noa sempHci, dello stesso tipo |CJ^|i", 2% . . • , 7*, 8, 9, 10, iil^, 
coosideriamo la trasformazione doppia (, sopra definita, del piano ^ 
Del piano tp' e nel piano tq' consideriamo il sistema 00' delle co- 
niche passantt per dnc punti. Ad esso corrisponde in tq un sistema 
|CJi non semplice, del tipo voluto. 

L'esistenza di sistemi 00' sovrabbondanti del tipo (e\ setnplici, 
k nota (*). In qoanto aU'esistenza di sistemi 00' sovrabbondanti non 
senplici del tipo (e)^ si pu6 provare servendosi della trasformazione 
doppia ^^ Basta considerare net piano doppio tc' il sistema o^ di 
CQfve di 3^ ordine passanti pel punto singolare 0^ aventi un punto 
doppio dato P e tangenti in un punto dato a alia curva di drrama- 
zione C^. 11 sistema che gli corrisponde in ir i della natura voluta. 

In quanto ai sistemi derivati da (/), anzitotto osserviamo che 
le curve C^ aventt otto punti tripli i, 2, . . . , 7, 8 ed un punto 
doppio 9, dati, passano tutte per un punto fisso (semplice) 10 che 
giace suUa cubica C, passante per 1,2, . • • , 8, 9. Questa propo- 
sizione ft evidente (**)• 

Ci6 serve a provare anzitulto che non esisie il tipo (/) (di 
grado 5) ma ne esiste un derivato 00' e di grado 4. Uesistenza di 
un cosifFatto sistema semplice ft gii nota (***). In quanto aU'esistenza 
di sistemi 00' di grado 4 derivati di (/) e non semplici, si prova 
mediante la solita trasformazione doppia ^. Basta assumere nel piano 
doppio il sistema delle cubiche aventi un punto base doppio p, posto 
sulla curva di diramazione C| ed aventi ivi una tangente fissa nella 
tangente a C^, e tangenti inoltre a C| in un altro punto dato y. 
II sbtema corrispondente su tp ft della natura voluta. 



(^ Noethcr: Ueher die rationahn Fldehen vierter Ordnung (Math. Ann., 
Bd. ^%\ Del resto era anchc nota I'csistenxa di tutti i sistemi sovrabbondanti fc 
semplici 00' dei quali discorriamo, tali sistemi rappresentando le superHcie ra« 

zionali di 4? ordine seoza curve multiple. 

• 

(^ Jang: Riarcbe, etc., loc. cit., ?^fem. II, J 11, n® 67, nota. 
(^ Noether: Ueber die rationale/if etc., loc cit. 
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Id quanto ai sistemi oo' sovrabbondanti dei dpi (n), (o) (i soli 
che diano tipi possibili, diversi dai precedeDtii di sistemi oo'), osser- 
viamo che (n° 5) essi non possono csser semplici. 

Per provare Tcsistcnza di sistemi del cipo (n) 00' e sovraUxKi- 
danti, cioi di sistemi 00' Q/^:i*, 2*, 3, ... , 14!^ (n* 4. in 
fine), consideriamo una curva C^ di 6^ ordine avente un punto, i, 
quadruple, un punto, 2, doppio ad esso infinitamente vicino, ed 
avente ancora due cicli non passanti per 2 (e quindi liocari), di 
2* classe. Siano /, / !e tangenti a tali due cicli. Consideriamo il 
sistema 00' individuato da Q c da una rete, la cui curva generica 
si componga delle rette /, / contate due volte e di una coppia di 
rette qualunque uscenti dal punto i. Tal sistema 00' ft dcUa natura 
voluta (•). 

Per provare Tcsistenzadi sistemi 00' \C^\'^i\ 2% 3', 4, •.., 14IJ, 
considerisi una curva C^ avente un punto quintuplo, i, due pnoti 
doppi 2, 3 ad esso infinitamente vicini, ed avente ancora un cicio 
non passante n4 per 2 n4 per 3 (necessariamente lineare). di a* 
classe. Sia / la tangcnte a tal ciclo. Consideriamo- il sistema oc' de- 
terminate da C^ e dalla retc la cui curva generica si sciode nella 
/ contata 5 volte ed in una coppia di rette uscenti da i. Questo ft 
un sistema della natura voluta (ed & Tunico di tal natura). 

7. Sistemi cc* di grado 3. — Esaurita cosi la ricerca dei sistemi 
00' sovrabbondanti (di grado 4), passiamo a quella delle reti di 
grado 3 (la cui sovrabbondanza i = i). Osserviamo che esistono 
scmprc rcti di t^raJo 5 derivatc da sistemi semplici oc' di grado 4. 
Quindi esistono reti di grado 3 derlvatc dai sistemi (fl), (rf), (^), (/). 
Invcce (n"* 5) non esistono reti di grado 3 derivate dal sistema (V) 
awero dei tipi («), (0). Restercbbero a discutersi due reti di grado 3 
che provcrrcbbero dalla discussione aritmetica precedente (n^ 4), cioft: 

(0 |C.,| = us 2\ 3\ 4S 5S f>\ 7^ 8*, 9'. io*|.. 

(/;) iCj^liS 2', 3'. 4'. S', 6'. 7'. 8', 9'. lo'l.,. 



(*) Un altro sistema dello stcsso tipo s*ottcrrcbbc, p. e., considerando nella 
ret? ausiliaru come parte fissa U rctta t contata 3 volte ed / contata una vo!ta« 
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Mostreremo che quest! due tip! non possouo esiscere. In quanto 
H cipo (i), considerramo la cubica passante per i punti i, 2, ..., 8, 9: 
C8S0 oon pu6 aver punto doppio in nessuno di essi (fincanto che 
tali punti sono a distanza finita), nh passare per 10 senza che il 
sistema (1) diventi riducibile. Essa vien secata in un punto dalle 
C|2 , quindi questo punto i fisso ed il sistema non sadi certamente 
di grado 3 (ma di grado 2 o di grado o). Questo ragiooamento si 
pu6 applicare ancora (con leggere modificazioni) quando i punti 
If 3» 3f • • • > 9 siano, in modo qualunque, addensati fra lore. 

La dimostrazione della non esistenza del tipo (b) riesce alquanto 
piii complicata. Essa deriva dalle considerazioni seguenti, 

Consideriamo il sistema aggiunto a | C,J : 

|C^|s|iS 2% 3% 4\ s\ 6\ 7\ 8S 9% io*|^; 

di esso non sappiamo nuR'altro che i certamente 00* e che le sue 
curve secano sulla C^^ generica la serie canonica g*. Non sappiamo 
nulla se esso sia o no irreducibile. Consideriamo un punto A del 
piano: tutte le C,o passanti per A devono inoltre passare per altri 
due punti B, C; una curva del sistema \C^\ passante per B e per 
C passa anche per A e seca inoltre la C,o in un punto K che i 
residuo della serie caratteristica ^| rispetto alia serie canonica g^ 
(giacenti sulla data C,o). £ da osservare che la stessa C^ gode della 
stessa propriety rispetto a tutte le 00' C,o passanti per A^ B, C. 
Facendb variare il gruppo Ay B, C sulla data C^^ si ottengono 00' 
curve C^ tutte passanti per K. 

Al variare della curva C^^ , potrebbe variare o no questo sistema 
00' di curve C. Nel primo caso si vede facilmente che sarebbero 
razionali tutte le component! variabili delle curve della rete |C^|, 
ossia che il sistema aggiunto puro a |C,ol dovrebbe essere una rete 
di curve razionali (completa e perci6) omaloidica. Ma allora tra- 
sfbrmando il piano in maniera che a questa rete corrispondesse la 
rete delle rette, alia rete |C,o| corrisponderebbe una rete di curve 
del 4* ordine, il che ^ assutdo (perchi |CJ, se esiste, i d'ordine 
minimo). 

Kel secondo caso invece la rete \C^\ dovrebbe contenere un 
SpU. Ore Mat$m.f t XIII> parte i\— Stampato il 24 g^ennajo 1899. zo 
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fas do spectale di curve tale che, deootandoae con O U oompo- 
oeote variabiles essa secherebbe ogai C^^ solo in 5 pund variibOi, 
costituenti un gruppo della serie caratterisdca ^. Sicchi qaeste com- 
pooentt variabili sarebbero certameote irredudbili. Se mosrriamo die 
i impossibile reststenza delle C7, avremo mostrato evideotemeote 
rimpossibilitii deiresistenza di |CJ. 

Denottamo con n I'ordine e con fg » r, 9 • • . » r„ la mbltipB- 
dti delle C nei pund base i, 2,...9io di |C„|. 

Dovremmo avere : 

4^ + 3(^ + ^+ ••• +O = «ofi — J. (m^i) 
Posto r, = X, ^ + ^ + • • • + ^10 = ^i avremo : 

4x + 3jf=ioii — 3. 

Per rirredudlMliti delle C» dev*essere x^n, qaaodo n^i. 

Per 11= I9 I'equazione testi scritta i soddisfiitta solo da x^i, 
v=i la quale darebbe r, = 1, r, = 1, il che h iacomparibile col 
fatto che le O devono formare fasdo. 

Per 11 = a (jr ^ 2), non si pu6 aver solnaone. 

Per fi = j C^^?)! si pu6 avere soltanto x=:o, jr = 9. Qoesu 
fbmirebbe un tisdo Ji cubiche non passanti pel punto i. Ma la 
cubica del tiscio pissante per i avrebbe nei pund base 51 intcfse- 
zioni colle C,^ , e queste non sarebbero irredudluli. 

Per 11 = 4 (x<4), s; puo avere solo x = i, j = ii. Questa, 
baJando che le O devono formare un fiscio irredndbile) dlL an sol 
fisdo Jel tipo C^(i, i\ ;\ 4, ;, .... 10)^. Ma no coul £udo 
portercV>e i\\^ riuc:>:'.::i d; C^,, perchi la rctta (2, 3), fonda- 
menu'e per ul fiscic ha conie residua una cobica passaote per i 
10 punt; iu5e« i\ che pvna alia r:iudb:I:ti di C,^. 

Per <i = \, \i sc\i soluroae possibcle (*<)) h x=2, Jp = I3 

• • • 

L. =-= ^: • 1 y ? • 4 • ^ » ^» 7» S» 9i ^o)|- 
L: coz'.ca y^:« 2, 5, 4. ^^ . l« cua'e i fondaincntale monova- 
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lente per lal fascio (perchi le C sono irreducibili) avrebbe per re- 
sidua una cubica pei died punti i, 2, . .. , to, il che, al solito, t 
assurdo. 

Per n = 6, le sole soluzioni possibili Ci<C6) sono x^o, y= 19; 
j::=j, y^ij. Acccttando la i* soluzione, sarebbero le C curve 
di 6° orJine non passant! per i, formanti un sisiema 00' ed aventi 
57 intersezioni riunite colic C^^ nei punti base. 

Ma allora la C passante per t nc avrebbe riunite 61, il che por- 
terebbe alia riducibiiiti delle C,,. La soluzione x-:=}, y^i^ o£fre un 
sol fascio possibile, il fascio C'^(i', 2', 3', 4', j', 6*, 7', 8, 9, io)j. 

I punti I, 2, 3 per rirreducibiliiJ di C non saranno in Uoea 
rena, ni 2, j sono contcmporaneamentc nell'intorno di i° ordine 
del punto I, sicchi esiste una trasformazione quadraiica abbassante 
Tordine dellc C' (ma non alieratite tjuello dclle C,^, e ci ridur- 
remmo perci6 ad uno del precedenti casi (•). 

Per n = 7 (.x <^^), si hanno le soluzioni aritmetiche *=i, 
^" = 21; x^4, y^^ 17. La prima fi subiio da scartare, perchfc non 
pu6 il sistema \C\ aggiunto a ;CJ conieoere un fascio di curve di 
•j" ordine dotate nel punlo idi moltipliciti <;3. La scconda solu- 
zione darebbe la sols soluzione geometricamente possibile 

C = (i*. 2% }», 4', s', 6% r, 8', 9', 10). 

Ma la trasformazione quadratica avente per punti fondamentali 
i punti I, 2, ] ci ricondurrebbe ad uno dei casi precedenti. 

8. SisTBUi 00' Di GKADO 2. — Per essi la sovrabbondanza h =1, 
Imponendo alle curve di un sistema lineare non semplice 00*, di 
grado 4 (di genere ]) di passare per un punto gencrico, esse vanno 
in conseguenza 2 passare per un altro punto fisso, formando una 
rcte di grado 2. In conseguenza (n" 6), possianio affermare che: 

Esistono Ttli di grado 2 derivait dat sisttmi (fr), (d), (e), (f). 

Invece (n" j) non esistono rtti di grado 2 derivate dat ststema (a). 



(*) La ttesM dintostraiioDc si poieva fare ael caso n = J, come 
^nQft fatta per a » f potrebbe ripeiersi qui 
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most rare I'esistenza di rett del tipo (g\ coosiderisi la soltta 
trasformazioae doppia ^ del piano is nel piano x' (n^ 6). In quesm 
consideriamo la rete di cubiche avend un punto base doppio « e 
toccanti la curva di diramazione C^ in due pund dad p, y. A tal 
rete corrisponde su ir una rete del tipo (g). 

Analogamente, servendosi della stessa trasformazione, » per- 
viene a dimostrare Tesistenza di reti derivate dal tipo (i). Basta oxh 
siderare sul piano doppio ir' la rete di curve di 4^ ordine dotate d'un 
tacnodo situato in un dato punto a della curva di diramazione C^ 
e coUa tangente tacnodale nella tangente in a a C^, di un punto 
base doppio ^ su C]| » con una tangente fissa nella tangente in ^ a 
C^ e toccanti inoltre la C^ in un punto fisso y. La rete corrispon- 
dente su x & del dpo (1). 

Analogamente provasi I'esistenza di red del dpo (/) : basta con- 
siderare sul piano doppio x' una rete di curve di 5° ordine dotate 
di tre tacnodi a, ^, y giacenti su C^ ed avcnti per tangend tacno- 
dali le tangenti ivi a Cj. 

Per mostrare I'esistenza di reti di grado 2 del dpo (fi), consi* 
derisi una curva Q dotata d'un punto 4-pIo, i, e d*un punto dop* 
pio, 2f ad esso infinitamente vicino e tale inoltre da avere ancoci 
due cidi (lineari e) di 2* classe colKorigine in i e noa passand 
per 2. Siaoo t, I le tangenti a tali cicli. La rete individoata da Q 
e dal fascio riducibile la cui curva generica si compone della retu 
t contata 3 volte, della / contata 2 volte e di una qualsiasi retta 
uscente da i & una rete del tipo (n), di grado 2. 

Analogamente per mostrare I'esistenza di red di grado a del 
tipo (0), considerisi una curva C^ di ^^ ordine dotata di on panto 
5-plo^ I, di due punti doppi, 2, 3, ad esso infinitamente vidoi ed 
ancora di un ciclo uscente da i, non passante per 2, 3, (lineare e) 
di 2* classe. Sia / la tangente a tal ciclo, considerisi la rete iadivi** 
duata da C^ e da un fascio riducibile la cui curva generica si com* 
pone della / contata 6 volte e di una retta qualsiasi uscente da i. 
Questa & una rete della natura voluta (ed i Tunica di tal natura). 

Restano da discutersi i tipi proveniend da (i), (m), dot 

,c.,| = jI^ 2\ 3^ 4\ s\ 6^ 7', 8^ 9', io», ii(„ 

|C.,| s|iS aS 3\ 4^ sS 6^ ^\ 8^ 9^ io»U 
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Sistemi oo* cosiSatti Don possono esistere, come ora mostreremo. 

In quanto al jC^gl, si dimostra subito che esso noo pu6 esistere 
(o meglio che la dimensione dt un sistema dotato di cotali punti 
base k <^2, possedendo necessariamente il sistema alcri punti fissi). 
Basta per questo ripetere le cose dette per dimostrare la nod e^- 
steoza di reti del tipo (i) di grado 3. 

La ^mostrazione della oon esistenza delta rete |C,J i alquanto 
pid complicata (*). G)nsideriamo il sistema aggiunto 

\C^ 5 |i', 2\ 3% 4% s*, 6\ 7% 8% 9% io*...|,. 

Di questo nuiraltro si sa che & 00' e che seca suUa C,o gene- 
rica la serie canonica g*^. Essendo le C^^ iperellittiche (se esiste la 
rete ICJ), la g\ h composta coUa ^erie caratteristica gl. Conside- 
riamo le C^ passanti pel punto 11. Queste devono necessariamente 
formare un fascio le cui curve devono secare ancora una C^^ data 
in un punto fisso (suUa data C,J ed inoltre nei gruppi della serie g[. 

Sicch&y chiamando con C la componente variable della curva 
goierica di tal fascio (la quale componente 6 certo irreducibile), le 
O finrmano un fascio irreducibile secante la C.^ generica (oltre ai 
punti base) in gruppi della serie caratteristica. Essendo 66 le inter- 
sezioni che le C generiche hanno riunite coUe C^^ nei punti base 
I, 2, • • • , 1O9 le O avranno in 1 1 al massimo punto doppio. Ma 
<^t C fa evidentemente parte di una curva C^^ , sicchft (avendo 
le C,o un sol punto base semplice in 11) non possono le C aver 
punto doppio in ii. Sicchft, denotando con r, , r,, ».. , r,,, r,, 
le moltiplicit4 delle C^ , con n il loro ordine e ponendo f^ + ^, + ••• 
... +r^=jf, f, = x, si avri: 

< If ^ 7, o ^ f„ ^ I, 



4* + Sy + Ki= ion — 2. 



O Esistono per6 fascl di curve di 10° ordine aventi un punto base qua« 
droploy nove pubti base tripli e tre punti base semplici, com'^ facile vedere. 
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Supponiamo onzxtctto r^, = o. 

AUora, per n := i (x ^ i) doq si ha aoluzione. 

Per « = 2 (x ^ i) si ha la solozioiie x = o, 7 = 6, la quale 
h geometricaxnente assurda. 

Per II = 3 (x ^ 2) si ha X = I, jr := 8, la quale darebbe il 
fascto di cubiche (i, 2, ...» 9)^. Ma qoesto porterebbe alia rido- 
cibiliii di !C^. 

Per 11 = 4 (x ^ }) si ha la soluzione x r= 2, y ^z 10 che il 
un'unica soluzione geometrica del tipo : C*^(i*, 2*, 3, 4, ... , 10)^; 
ma allora esisterebbe una trasformazione quadratica che ci ridurrebbe 
al caso precedence. 

Analogamente, senza pifi entrare in dettagli, s*escludono i casi 
If = 5, 6, 7. 

Supposto poi r„ = I, si ricade nella discussiooe fatta al n* 7. 

Quindi la rete \CJ nan eusU^ 

In concliisione : 

/ iipi (non equivalenii f^er trasformj^ioni hira:Jonali del piano) 
del sistrmi lineari di curve di genere 3 e dimensione > i sono: 

(*) |c,|^|i'l, 

(C) \Q\ = \I\2\ 

(d) |Q|=|i', 2', 3'. 4', S%6', 7*l« 

(0 |C,| = |i', 2', 3\ 4', 5', 6\ f, 8S 9% 10*1, 

(0 ig = |i'. 2', 3'. 4', S', 6'. 7'. 8S 9'. io|, 

ig) |C,|s|i'. 2', 3', 4'. S'. 6'. 7', 8% 9*, 10', 11*1, 

(0 |C„| =|i\ 2\ 3*. 4^ 5*. 6\ 7*. 8^ 9', 10% ii|.. 

(0 |C.,| = |i«, 2\ 3S 4', 5'. 6S 7', 8*. 9*. io*|„ 
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c«o ic,rs|is 2% 3*, ...i; 

0>) IQI'^li*, 2% 3%4*i; 

oavtro derivtUi id sisttmi (a), (*), (i) («), (/) (^. 

Per U spiegazioae dei precedent! siinboli, vedasi rultima pro- 
posixiooe del n" 4. 

Pei sistemi sovrabbondanti si haDoo soltanto i seguenti tipi: 

I. — Sistemi oo> di gratUt 4. 

(a) |Cjs|i, 2, 3 i2|^ (sempUci) 

(h) |C,|»|i», 2, 3, . . . , 131, (noD semplici) 

(d) |Q| = |i*, 2% 3% 4*, 5% 6*, 7% 8, 9, 10, n|« (semplici e 

noo semplici) 

(e) |C,| s |i', 2*, 3*, . . . , 10*1, (semplici e non semplici) 
(/) |C,|^ |i', 2', .... 8', 9*, lolj (semplici e noa semplici) 
(«) IQi'sli*, 2*. 3, 4, . . . , I4l< (00a semplici) 

(•) IC^I'sliS 2*, 3*, 4, .... islj (non semplici). 

n. — Sietemi 00* ili grado 3. 

(a) IC^Isli, 2, .... 12, i3l« 

(0 IQIsli*, 2% .... 7*, 8, 9 l^\^ 

(0 |C,|s|i', 2% 3% ..., 10*. III,. 

(/) |C,| = |i', 2', .... 8', 9», 10, n|, 

O Dei tip! precedent! quelli che risultano di grado /> >> 3 erano not! 
[cM («). (*), (tf), (i). (*)f (/)» («)» W. (/>)]• Veggasi Jung: Ric$rch$, etc, loc. 
dt^ Mem. I, Tabella V» e Mem. II, $ 7, 8 e 9; C a s t e 1 n u v : SulU super- 
fd$ alg^ricb4 U cui si^ioni s<mo curve di genere 3, loc cit. Nella Mem. I del 
ii{|^ Jang trorasi iooltre il HwMo del sistema {f). 
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III. — Sistwni 00* di grado a (*)• 

(*) |C,|s|i'. a, 3, .... iSl, 

(d) IQ|s|i\ 2*, .... 7*. 8, 9 ijlj 

(«) |C,|s|l', 2*, ..., 10*, II, I2|, 

(0 |C,|s|i', a' 8', 9*, 10. II, lal, 

Q) |C,|s|i', a'. ..., 7', 8*, 9*, lo*. ii'|, 

(0 ICjali*, a«, .... 8*. 9', 10*. III., 

(0 |C.,|a|i', aS ...,7', 8\ 9*, xo\ 

(n) |CJ's|i*, a*, 3, 4, ..., 15, i6|i 

(0) |C/3li', a*, 3*. 4 16, i7r,. 



Palermo, noverabre 189I. 



MiCHELE DB FrANCHIS, 



(*) La ricerca dei sistrmi 00* di grado 2 (e conseguentetncnte anche di 
quclli oo3 di grado 4 non stMiiplici) coincide col la ricerca dei piani doppi raxio- 
nali la cui curva di dir.im.izionc 6 una Q , e si poteva fare anche ponendo la 
questione sotto quest*aspctto. 
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■ DI 360 COLLINEAZIONI PIANE. 
. Qerbaldii in Palermo (♦). 



:.inz«: dd 2» gcnntjo e 12 fcbbrAJo 1899. 



ui diSf ediaf" grado tra le forme /, f, 9, 9'. 

- ill un punto qualunque del piano assuniono le forme 

) possono essere considerati coma sei coordinate omo- 

::o; similmente i valori che per una retta qualunque del 

.»no le forme ^p (oppure b 9') possono essere considerati 

ordinate omogenee della retta. Tali sei coordinate sono 

rclazioni di secondo grado, cui abbiamo ^i accennato al 

lie qui ci proponianio di stabilire; tali coordinate poi sono 

colate nd n' 12, 14, 16, 18 per tutte le sorta di punti 

I gruppo Gjfc. 

.onaderando una conica degenerata in una retta doppia, che ha 

:quanone (in coordinate proiettive) n^ = o, possiamo porre (n° 8) 



(*) CoQtinuazione» vedi t XII (1898), pp. 23-94. 
Itai, Circ, Makm., t XIII, parte i^.— Stampato il 24 fcbbrajo 1899. 21 
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Volcndo dctemiinare i paramctri \ basta sosrituire in questa equa- 
zione ad .v^x, i co^fficiend di u^u, diUe forme 9,; il risultato dcUa 
sosdtuzione in w* 6 9,, in /^ e = o, se it 71^ », ed e = 3, se k = t; 
quindi si ricava 9^ = 3 \ , e pero si lia b notevole idcndtd 

(62) 3 w; =/,9, +/,?,+ ... + fe96' 

Similmente si dimostra 

Segue che la condizione, af&nchi una retta di coordinate f ^ (ov- 
vero 9^^) ed un punto di coordinate /^ (owero /[) si appartengano, d 

Z/«?« = ^> ^^^^^ Z/^?''=^ (1=1, 2, ...,6) 

Lc equazioni (34), (38), (48), (54), (56) rappresentano in par- 
dcolare rettc unite del gruppo Gj^; dalle (34) si deduce che le coor- 
dinate 9 della retu w^,^)^^^j sono 



-2C' 





— 2c't* 


— 


I 


— 


?4 


= 




= 


I 


?. 


9t 


?6' 



dalle (38) si deduce che le coordinate 9 della retta p,j , sono 

( c' — i)« _ o_o_i_»_i. 
?i ~ ?t~ 9i~ ^4~ f%~ fs' 

ecc 

Riguardando il secondo membro ddla (62) come una forma qua- 
dradca nelle m, , m, , w, , che c un quadrate esatto, si conclude che la 
sua forma aggiunu 6 idcnticanicntc nulla; quindi per lc (18') si ha 

— Y\'-- — o, (i = I. 2, ... 6) 
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(63) 



pei 


' esteso 




+ 




+ 






i 


+ 




2crs + 

+ 




i en + 

+ 



'(f,fy+fJ,+fJs+fJ^+fJd 
a/4 + fj6 + fef, + /,/s + W = 0, 

*(/./, + /,/, + /,/4 + fj^ + fJ.) 

UJ, + fj, + /,/. + feU + A/.) = 0. 

\f.f.-^fJ,+fJe+fJ,+fJ.) 
(f.fs + fj. + /J. -»• /J« H- Z*/.) = o. 

\f,f,+fj6+h^+fJs+fsf.) 
(Jrf. + fj, + /,/, + /,/* + /J.) = 0, 

(J J. + /./« + M + fj, + /J.) = 0. 

'a./. +/./4+ A/, +/,/,+/«/.) 

(/./, + /,/. + M + /,/♦ + M) = o. 



A queste stesse equazioni si diniostra similmente che soddisfano 
le f '. ScatrUando poi c' in c ed c in c* si deduce un analogo sistcma 
di equazioni, alle quali soddisfano le /' e le f . 

Una notevole rebudone di f grado soddisfatta dalle /, c consc- 
guenza delle precedend, & data dall'annullarsi del discriminante della 
(62) conaderata come forma quadradca delle u\ essa e (n° 8): B'(/) = ^• 
Cosi pure per le ^' si ha ridentiti : B'(9') = o; e per le /' e le (p 
si hanno k idendti : O (J*^ = o, 8 (9) = o. Ciascuna di queste iden- 
tid i trasformata in s£ dalle sosdtuzioni che subiscono le /, o le 9', 
o k /^y o le f , corrispondentemente alle collineazioni di G^^ ; colic 
stesse sosdnmoni poi ogni idcndti del sistema (63) si cambia in un'altra 
dello stesso sistema. 

Per designare la forma quadradca /, scritta ora colle variabili 
x%9 *j > *| ora colle variabili y^y y^y y^ adoprcrcmo rispetdvamentc le 
notaaoni /,(jc, jc), /,(}r, ^); significato analogo avranno le notazioni 
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9,(«, tt), %(Vy v). Porremo inoltre 






Ci6 posto, si deduce subito dalle (62): 



(64) 






(65) 



donde a vede che una coppia di rette u, v i rappresentata dall'equa- 

zionc ^ >,/, ^ o, essendo >, ^ 9,(«, t»); ed una copjua di punti x, y 

i rappresentata dall'equazione ^It^t^o, essendo /| = /,(x, y). 
DaUe (62) e (64) si ha 

9 »*.»,«,= y;;(*, x)fi(y, ?*(««. «)?»(», «) 



9 «.",«*."< = Z/«(*» )')/»(*» 09«(«. «)f»(«. «)i 



quindi £ 



Z(/«(*» ^ViCy* 0— /#(*. >)/*(*. 0]i^(". «)^(«» «)=os 



s« 



ora» sc V, 9 V, , V, sono i determinand della matrice 



X, X, X| 



?. ^ ^ 



tt', , w, , tt' quelli della matrice 



y, y» yt 

\i \i N5 



y si ha 
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/i(«» x)f,{y, K)—MXf y)fXx, — ^?i(Vf ^Ji 
dunque^ convenendo che sia t^i = f | se t =1= it, si ha 

e queste, fissate arbitrariamente v^ Wy sono relazioni quadratiche allc 
quali soddisfano Ic 9. Similmente si hanno le relazioni quadratiche sod- 
disfigitte dalle / 

(«7) 5<*»(y, 0/J» = o, 

dove y^ ^ sono fissate ad arbitrio, e si conviene chs sia i^ =/^ quando 
t = h. Queste, sebbene si possano dedurre dalle (63), non si possono 
sosdtuire a quelle, perchi combinando linearmente le (63) si ottengonO 
00' relazioni quadratiche tra le f^ e nelle (67) se ne hanno soltanto 
oo\ Notiamo poi che le identity (66), (67) sussistono ancora se si 
suppone V, = k;^ = tt, , owero y^=zx^=ix^ C'' = i> 2, 3); in questa 
ipotesi sosdtuendo alle t le loro espressioni lineari (14) nelle f , o alle 
i le loro espressioni lineari (14') nelle /, le (66) e (67) si cambiano 
in relaaoni di 3^ grado tra le f o le /, che sono niente altro che 

e(9) = o, e'(/) = o. 

Nooamo infine che, avendosi 



le ^63) n possono anche scrivere nella forma 

(^30 X^AXf x)ft(Xy X) = 6. (»= I, 2, ... 6) 
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30. — Le relmUmi di 4P grado tra ie forme f.ela Af- 
perfteie di Steiner. 

Fra le ibnne / prese quattro a quattro passano rdaaoni di 4^ 
grado, poich&y se i vaiori di quattro forme / si considerano come le 
coordinate omogenee di un punto dello spazio, si ha in questo, come 
i noto, una superfide di Steiner. Volendo formare ad esempio la 
relaadone biquadratica tra le /, , /, , /, > /i si pu6 eliminare f^ , /^ dalle 
equazioni (63), e perdu basta ser\irsi delle prime quattro di queste 
equazioni considerate come linean rispetto a /j, /^ ed /j/^; tnz noi 
preferiaiDO giungere alia delta relazione per un'altra via. 

Quando si & la rappresentazione piana della superfide di Steiner, 
le sue sezioni piane hanno per imagini le coniche del sistema Hneare 

le coniche che stanno nd quattro piani doppi hanno per imagini le 
tangenti comuni alle coniche (5) e (6) aoi le rette p^^ , p^^ , p^^ , p^^l 
e le tre rette dopfne hanno per imagini i lati dd triangdo A^^ , do4 

le rette «*(a,x,4), "(^xm)' ^^OaKu)- 
Poniamo 



(68) 



*. = «/. — /. + */,—/* 

x, = (c- l)(./. + /. + ./, + /,>, 



le equazioni x, =0, x, = o, Xj = o dinno nd piano rappresentativo 
tre coppie di rette, che sono i bti del triangolo A^^ presi due a due (*), 



(•) Per la retta "(?5)(i4) si ha (n** 12) 

6/1-/4 = 0. f2 — *Ji = 0y 
e per la retta "()i)(a4) si ha 

/i - /j = o, U - J\ = o; 
dunquc per tuttc due qucstc rette si b.i v, = 0. 
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e quiadi nello spazio rappresentono i tre piani, che passano due a due 
per le tre rette doppie della superficie; Tequazione x^ = o di nel piano 
rappresentadvo la conica T^^, cioi la conica dei 14 punti rispetto al 
quadrilatero circoscritto a (5) e (6), e quindi nello spazio rappresenta 
il piano che passa pei i pund coniugad del punto triplo rispetto alle 
coppie di pund cuspidali suUe rette doppie. 
Poniamo inoltre 



(69) 



(2C + 3);y, = (2C + i)«/. - 2/, - 2 «/, - 2/, 

(2C + i)y, = — 2C/. + (2C + I)/, — 2«/, — 2/, 

(2C + 3);y, = - 2«/, — 2/. + (2c + i)./, - 2/, 

(2C + 3)3'4 = - 2«/. — 2/, — 2«/, + (2C + 1)/^; 



k equaaoni % = o (»'= 1, 2, 3, 4) dinno nel piano rappresentadvo 
le ■ rette />,j,, , />,<,, , /Jj,,, , p,,^ (dascuna come retta doppia), (*) e 
quindi nello spaao rappresentano i quattro piani doppi della superfide. 
Or bene si ha, come mostrano le (68) e (69), 



(70) 



4y, = «. + *, + «, +.\ 

4>. = *. — ^i — *J + *4 
4^, = — -•«. + X, — *, + jf^ 

43'4 = — •^^i — •■^'i + ^j +^4; 



dunque Tequazione della superfide di S t e i n e r, riferita al tetraedro di 
facde x, = o col piano unitd in uno dci piani doppi, c, siccome i noto : 



(70 



.» .A 



.* ..a 



xlXy + ^1^1 + ^I'^a — 2 V, .V^A^X^ = O. 



(•) I second! menibri della (69) si ottcngono applicando alia (38) Ic opcra- 
»oni ZJ, TZ\ T*Z^, OT'ZK 
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Sostituendo qui alle x le loro espresaoni (68), a ha la rdatkne 
cercata xii f,, f,, f,, f^, che sviluppaa e scrina per disceso i 

Applicando le (ii) e (ii) alle (68) si trova 



i .Xj ^— ""• I * 1 ^~ '^1 » ^1 "~" a > ^ *4 ~~" ^4 » 

(73) 

OjC, = X,, Ox, = Xp Ox, =X,, 0*4=?*4; 

JonJc scyue chc A cruppo ottisdrico di colfincazioni piane, che per- 
muu tV^ loro le coaiche (i), (2), (5), (4) e che e generau) dalle 
o;v:rar:on: T, 0. corrlspoaie nello szozio ua gnippo di 24 colfinea- 
HvW., s:c::crji:v^ cal'.c v75)- ^^-^ r^istor^ai in si b sup^rfide St^neriana. 
Quc>:':^:::"0 CTU?>.\ x: .v, = 0, .v, = 0. .v, = o S020 tre ]nani ortc^onali 
cvi A - v^ c :'. :"u::o iV/:r.f.r.::v.\ e il verc ^uico ooaedrico di rotazioni 
noV.o s;\ir:o ii^rorr.o i. r-av rirlc*: doe li s^qierfide di Sceiner 



C-4^ 



• v - \- -\ = :=' *;! = .\- r% = j^. 



V ', - ' 



- 1 ^ t'\ —r- 1 1 "^ If • 



^l.v-:^.' <^:.:. ^-V .' c^v i :^ c-Ai-i-j.zi.T:i. cbs trasforma in si la 
".X ^-.' ^c^^v i.,,\x\ * c -*•,.<: ^.^i ii 2a i srssc* preso come 
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tetraedro fondamentale pox le coordinate. Questo ha la notevole pro- 
pried che la terna di piani tangenti alia super ficit di Steiner , chc si 
posscno condurre per ogni spigolo, ha per coppia hessiatia le due faccie 
concerrenU in qudlo spigolo (*). 

Esiste un altro tecraedro che gode della stessa propneti. Invero 

Qd jriano rappresentadvo della supsrfide di Steiner consideriamo il 

quadiilatero, che ha per lad le imagini dcUe coniche dd piani doppi; 

poi nella schiera di coniche iscritte a questo quadrilatero scegliamo 

quelle due, che sono involutorie, come coniche (5) e (6). AUora nel 

*steiiia lineare quadruplo di coniche-luogo, che sono armoniche colle 

^^^'c^che inviluppo della detta schiera, oltre alia quaterna di coniche (i), 

(^3» (3)* (4)* ^^ un^altra quaterna di coniche, che colle (j) e (6) 

«>«niiano una sestupla involutoria (n° 25); le equazioni delle coniche 

^ <lUesta lltra qUatema sono (**) : 



^^S> 



( (8c- 7)«/i + 5/. + 5«/, + 5/4 = 0, 
5«/, + (8c - 7)/, + 5«/, + 5/4 = 0, 
5«/. + 5/. + (8c - 7)«/, + 5/4 = o, 
5«/. + 5/. + 5«/, + (8c - 7)/4 = o; 



_ queste equaaoni rappresentano nello spazio le facde di qud- 

^ ^^l^ro tetraedro, che rispetto alia superfide di Steiner ha le stesse 
prieti dd tetraedro sopra considerato. 
Quesd due tetraedri, quando si prende il tetraedro dd piani doppi 
tetraedro coordinato ed il punto triplo per punto uniti, hanno le 



(^ llifktf!, se /j t±: o, /a =± o ((, ^= I, 2, 5, 4) sono le equazioni iX due facde, 
^ttuddld dd piim tadgehti aUa superfide di Steiner condotti dal Idro spigolo 

^^ qneste nd piano rappresenutivo sono le equazioni di conidie degtneri (n^ 12). 
(^) Si fbrmtno applicando la sostituzione Z' 7 aik (61). 
imi. Ore. MaUm., t XIII, parte i*.— Sumpato il 25 febbrajo 1899. ^^ 
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faccie »{»prcvi;aucc dalle equazioni : 



(76) 



4^. + 4J^, + 4>, + (- 5 ± ^Vm);'* = o- 



•VI. ~ Rappresenttizioi^ deUe cfmiche del piano sm una 
»p€u44> R^. 

A stabilire analiticamente la rappresentazione delle coniche di un 
piano ?r su uno spazio a dnquc dimensioni, R^ , t per noi in pardcolar 
niodo convcnicnte il fissare nel piano -k una sestupla S involutoria di co- 
niche; in qucsto modo ritrovercmo qui Ic prindpali proprieti, gti, note (*), 
di talc rapprcscn&izionc. 

Intcrprctando i paramctri /j , /, , . • . > /^ come le sd coordinate 
onio^cncc di un punto / in uno spazio R^ , alia conica-inviluppo dd 

pinno TT, die lu per equazione X'i?i ^= ^ faremo corrispondere in 

R^ il punto /. 

Allora, se B' (/) 6 la funzione di f grado nelle l^ definita al n** 8, 
Tequazione B'(/) ■^= o rapprescnta in R^ una varieti cubica a quattro 
dinuMisioni, M\ , i punti delta quale hanno per imagini in tc le coniche- 
inviluppo dcj^enerate in coppie di punti, e quest'equazione 6 identica- 
nieiUe stnldisfatta quando alle /, si attribuiscono i valori, che per una 
ioppia di puiui qualunque a, v del piano r assumono le forme po- 
!•»" ./".(v. v). (n*' 29). 

Se alle /, si asse^^nano piCi particolarmente i valori, cbe assumono 
le lonue quadraticlie /.(.v, .v) in ogni punto x di w, si hanno in R 



{*) \\\\\ C. So>rio: C\>!\NiJora/ioiu iiitomo alia geometria delle conidie di 
uii y'i.xwo \\s., Uii K, ./...:./.»«/,* 7Vm>.\\ v. \X, iS8j; e G.Veronese: La su- 
(vrruti* oiiulouU* luniiuU' a Juo v!mK'ii>ioui c Jol quarto ordine dcllo spazio a cinque 
)|iiiicii>iiMil, cvv., .\i.i»«*«M* K. A..\iJ.*fihi Lin. J, i. HI, V. XIX, i884. 
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i pund di una varied di quart'ordine a due dimenaoni, F^ , che hanno 
per imagini in w le coniche-inviluppo degenerate in punti doppi; le 
equazioni (63), serine coUe variabili l in luogo delle /<, rappresentano 
in i?^ sei quadriche, che sono quadriche polari rispetto alia varied M^ 
e che contengono la F^. I pund della Fl sono dunque pund doppi 
della M^ , e la Af^ si puo considerare come luogo delle corde della F^. 
Siano ora X, , X, , . . . , \ le sei coordinate omogenee di un i?^, 
si consideri cio6 quello spazio lineare R^ (che diremo iperpiano)y di cui 

il punto generico / soddisfa all'equazione ^\lt=^o. Ai pund di que- 
st'iperpiano corrispondono in w le coniche-inviluppo di un sistema li- 
neare quadruplo, che hanno per equazioni X '• ?» = ^> ^^^^ ^ parametri 
/^ sono legad dalla relazione lineare ^\l, = 0; or bene i individuata 
una conica-luogo, armonica a tutte quelle coniche-inviluppo, essa ha 

per equazione ^\f, = o; infatti, per il n°8, ^l,\ 6 un invariante 
simultaneo delle due coniche X^i?i=^^> ^ X^/« = o> e qui 6 per 
ipotesi X \ /| = o; dunque esiste una corrispondenza univoca e red- 
proca tra gli iperpiani di i?^ e le coniche-luogo di tit. Se F 6 la conica 
di Hy che nel senso ora detto corrisponde a un iperpiano R^ , i pund 
della varied, Mj , sezione di Af^ con R^ hanno per imagini in tc le 
coppie di pund redproci rispetto a T; i pund della curva, O, sezione 
di FJ con R^ hanno per imagini in w i pund di T. 

Se Tiperpiano t tangente a F^, la curva C^ e la sua imagine 
r hanno punto doppio; dunque Tequazione B(X) = o, che esprime la 

condizione affinch^ si spezzi la conica ^ X^/, = o, esprime altresl la 
condizione affinchi I'iperpiano di coordinate X^ sia tangente a F^ ; dot 
gli iperpiani tangend di F^ formano una varied a quattro dimensioni di 
3* classe, M^, corrispondente per diialid alia Af^ e rappresentata dal- 
Tequazione B (X) = o. Quest'equazione poi d soddisfatta sempre quando 
alle X^ si attribuiscono i valori, che per una coppia qualunque di rette 
u, V del piano w assumono le forme polari 9,(/*, v). 

Se I'iperpiano t tangente doppio di FJ, la conica F degenera 
in una retta doppia, mentre la curva C^ si riduce ad una conica con- 
tata due volte; quesd iperpiani tangend-doppi formano una varied a due 
dimensioni di 4^ classe, <t>^ , corrispondente per dualid alia F^ ; le loro 
coordinate X^ sono i valori, che assumono le forme quadradcbe (f^ (u, u) 



K^ 
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sulk retz£ u del piano s, e wilitisfanTio alle sd *>y»*"^ qmdranclie 

^y ^ = o analogSe aSe (63). 

Se, iD Hj , d'lm punto (i, ,/,,... ij si prende nperpiiiio, cfas 
e polare fineare rispecto alia varied cubka JIJ, le iut ooordbtttt 
(^19 ^a » - - - ^<) ^^^ e^esse da 



'^=*-!P 



(» = I. a, . , . 6); 



on se i paramctri ', > sono Icgad da qucste rdazioiii, le equazumi 

^5,/, = 0, ^K?*=^ ^ rapprcscntano una stessa conica come luqgo 
c come inviluppo (n*^ 8); dunquc un punto ed un iperpiano di J{^ , ^ 
abbiano per corrispondend in rr una stessa conica come inviluppo e 
come luogOy sono polo e pobre rispctto a M^ (*). 

Quando ncl piano t: in luogo della sestupla S si fissa b sestujda 
asvociata S\ una conica qualunque del piano, che prima aveva Pequa* 

zione-inviluppo 2!'i?i = ^> ^ I'equazione-luogo ^\fi = o, possa ad 
avcre rispctdvaniente Tequazione-inviluppo ^Cfi = ^ ^ roquaaon^ 

luogo XV?! = 0* Mediante Ic (22) e le (27) si vede che le T si 

csprimono lincarmcntc nelle / coile formole 



(77) 



i r.= 



n = 



i: = 



/: = 



/: = 



/;= 



. + ^+ h+ '4+ h-^ ^ 

. + «'/. + €»/,+ ./,+ i, + •/, 



(*) Vedi Segre. 1. c. 
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e le 1' 8ono espresse linearmente nelle X coUe formde che si dedu- 
oono dalte precedenti camlMando t in t^ L'equa^one della varied Af^ 
ora 6 (n* 10) e(/') = o e quella della varied MJ 6 e'(V) = o; 
quindi la sostituzicHie lineare (77) cambia I'equazione B'(t) = o in 
•(Z') =3 Oy e Panaloga sosdtuzione delle X' nelle X camUa 6(X) = o 

in e'(xo = 0. 

99. — U gruppo esteso T^^ M 800 cqlUnettHafU e di 800 

£ noto (*) che ad ogni coUineazione del piano ir corrisponde in 
R^ una collineazioney la quale muta in sd la varied M{; e viceversa 
ogm coIHoeazione, di R^ , che trasfonna questa varied in s^ stessa, di 
luogo ad una ccdlineazione del piano n . Similmente ogni correlazione in 
fs detiemuna in R^ una corrispondenza reciproca, nella quale A#] e MJ si 
corrispcHidono; e viceversa ogni corrispondenza redproca di R^y ndila 
quak M^ e MJ si corrispondono produce in ic una correlarione. 

Nd piano le non vi i alcuna colUneaxione, che cambi Vuna neWaHra 
U due sesti^le associate di coniche S e S'\ perch^, come fadknente si 
¥^rifica, non esiste in R^ alcuna coUineazione che cambi le / ndle f 
ed al tempo stesso le /* nelle / (in ordine qualsivogfia), essendo le f 
qudle combtnazioni Eneari delle /, che sono definite dalle (22). 

Per b contrario esistono in ir 360 correlaxfoni, che mutano Vuna 
neWaltra le due sesiuple associate di coniche. Infatd si consideri in jR, la 
correlazione, di cm le equazioni si ottengono daHe (77) cambiando t^ 
in \ ; per essa I'equazione d(/0 = o si cambia in d(X) = o, quindi 
(n^ 31) la varied Af| si cambia in M^; s^ue che se nel piano it 

alia conica-inviluppo ^ i^f j = o si fa corrispondere la conica hiogo 

^Xifi = 0, essendo \ i valori delle l^ dad dalle (77), si ha nel piano 
% una correlazione; questa in particolare [come si vede tenendo sempre 
cento delle (22) e (27)] cambia 9^ in /[ e 9J in /, ; noi la designeremo 
con jL^ e scriveremo 

i-(ii')(22')(53')(440(55')(66'> 



f)Ve* Segre, L e. 
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per denotarc che cambb la conica (i) ndla (i*) e la (i') nella (i), 
b (2) nella (2') e b (2') nelb (2), ecc. Essa, come 6 chiaro, i una 
pobriti, e molriplicata {kt Ic 360 collineazioni di G,^ produce 360 
correbzioni, che mutano Tuna nell'altra le due sestuple di coniche asso- 
date, e che aggiunte a G^^ foimano un gruppo piQ esteso, F^, di 
collineazioni e correbzioni. 

Ricordbmo che Tomologb produce nelle coniche delle due se- 
stuple le pcrmutazioni : (34)(56), (i'2')(3'6'); quindi OL d una cor- 
rebzione, che produce nelle 12 coniche S ed S' b permutazione 

01 = (I 2-2 1')(3 6'5 5'6 3'44'> 

percio OL & una corrcbzione ciclica di 8^ ordine. II gruppo ddico 
formato colic potcnze di OL conticne quattro correbzioni di 8** ordine, 
due collincizioni di 4** orJine cd una omologb. Di sifbtd gruppi d- 
clid di 8° ordine formati con collineazioni e correbzioni, in F^, se 
ne hanno 45, uno per ogni omologb, cd essi non hanno operaaom 
comuni tranne la idenrica; dunque in F.^ si hanno 45 X 4 = 180 cor- 
rebzioni di 8° ordine. 

Ricordbmo ancora che Z ^ una collineazione, che produce nelle 
coniche delle due sestuple le pcrmutazioni (23456), (2'3'4'5'6'); 
quindi ZL & una correbzione, che produce nelle 12 coniche S ed S' 
b seguente permutazione 

ZI^(ii')(23'45'62'34'56'); 

perd6 ZL i una corrcbzione ciclica di 10° ordine; il gruppo ddico 
formato colic potcnze di ZL conticne il gruppo dclico di collineazioni 
di 5"* ordine gcncrato da Z, quattro correbzioni di 10** ordine cd una 
polaritA (7/.)'^=/.. Di sitVatti ^^[ruppi ciclici di 10° ordine, formati con 
ci>llinc.i/ioni c corrclazioni, in F^,^, sc nc hanno 36, quanti sono i 
gruppi ciclid di colUncazioiii di j' ordine in G^^ , ed essi non 
hanno opcrazioni conuini (tranne ridciuica); dunque in F^^ vi sono 
56 X 4 = 144 correbzioni di 10° ordine e 36 pobriti; queste sono le 
}6 pobriti, cui abbiamo acccnnato in fine del n° 19. 

Per la presenza in F.,^, delle opcrazioni di 8*" e 10° ordine, 6 
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manifesto che questo gruppo non h isomorfo al gruppo simmetrico di 
pennutazioni di 6 cose (*). 

33. — I 36 H^temi polari di T^^y e le 36 coniche Aty. 

VogUamo anzitutto formare Tequazione della conica foiidamentale 
per il sistema polare L, che cambia le forme ?', > 9, , . . . 9^ rispetti- 
vamente in /,,/,,... /^. Osserviamo sulle (56), (58), (58') che 
mediante L le rette KH\ KH" tangenti comuni alle coniche (i), (i') 
(n** 18) si cambiano nei rispetnvi punti di contatto if', H"; dunque 
la conica che cerchiamo, e che chiameremo semplicemente conica A, 
apparoene al fasdo delle (i)(i^ edha un'equazione-luogo della forma 

Applicando a questa Toperazione L e poi esprimendo le 9' nelle 
9 , si ha 

(5 + ^)?, + (^ — i)(?. + ?, + 94 + ?s + 96).= o, 

che deve essere I'equazione-inviluppo della conica A; ma questa equa- 
aone-inviluppo'si deduce d'altra parte facendo uso delle (18) ed & 

confirontando coUa precedente equazione si trae per X Tequazione di 
3** grado 

V + (c' — i)V + (4c' _ i)X — IOC = o, 

che ha per radid 

\ = — 2Cy \=z—(c'+ l), Xj = 2 (l + 0- 

(^ n gruppo r^2o non fii finora considerato da alcuno. Nella memoria del 
sig. S. K a n t o r «Ueber die endlichen Gruppen von Correlationen» (Cr die's Journal, 
Bd. 116, 1896) si trova la estensione, con correlazioni, degli altri gruppi Hniti di col- 
|ip^»^5^ piane* 
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La radice \ conduce per le (52) alia recta di contatto di (i) e (i') 
contata come doppia, e per6 dobbiamo esduderUu Delle altre due n- 
did, quella che fornisce la conica A £ la X. = — 2 c, come ora pas- 
siamo a verificare (*). 

Poniamo 

^; = ^7 = y(-^^/. +/.+/1+/4 +/,+/•). 
il discriminantc si calcola col mezzo della (17) ed i 

la forma aggiunta si calcola col mezzo della (18) ed 6 

4-^i= 4'(- ^^'?« + ?.+?, + ?4 + ^ + ?0- 
z 3 

Or bene la sosdtuzione, col determinante = i, che rappresenta 
il sistema polare rispetto alia conica a^ = o, & 

I 

per cui una forma JJ divcnta 

4 4 ^ 

Supposto in primo luogo che la 2^J| sia la /, , si ha 

(abuy = i- [4 c'9, - 2 c»(^» + *., + \, + ♦., + ».«)] 
= y [4 «*?. + «(?, +?,+?♦ + ?,+ 1*<)] 



(*) La radice X^ fornisce la conica, che 6 coniugata della conica A rispctto alia 

retu di conutto di (i) e (i'). 
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= y (^ — 0(?. +?,+?,+ ?4 + ?5 + ?6) = ?r 

Supposto poi che la ^H sia la /, , si ha 

(abuy = y [4 c'r,, — 2 c\<f, + t., + t,^ + t.^ + tJ] 

^*>;. - ^A(,abuy = ^u: - (abuy 

= y (C — 0(?. + ?a + «•?, + «?4 + «?s + «*?6) = ?i- 

Trasformando ora colle collineazioni Z' (i= i, 2, 3, 4), che la- 
sdano inalterata la a* e cambiano /, e 9^ successivamente in /j e 9J , 
/♦ ^ ?i > /c ^ ?$ > /« ^ ?6 J concludiamo che effetdvamente la sostitu- 
zione unimodulare, che rappreseata la polariti rispetto alia conica a] = o, 
cambia le forme f^yf^y ... , /^ rispetrivamente nelle forme 9^,9^, ... , 9^ ; 
segue di qui che la stessa polariti cambia le forme /,' , y^ , . . . , /J 
rispettivamente nelle forme 9, , 9^ , . . . , 9^ , e per6 essa 6 la polariti 
sopra designata con L. 

Nella polariti L i sei triangoli di contatto per le sd coppie di 
coniche (i) e (i'), (2) e (2'), . . . , (6) e (6') si trasformano dascuno 
in s6, ma non si comportano tutd alio stesso modo rispetto alia pola- 
ritL Invero, mentre il primo ha, come abbiamo visto, per lati due tan- 
gent! e la corda di contatto della conica fondamentale A, gli altri cinque 
sono triangoli autoredprod rispetto a questa conica. Infatd, per ii ver- 
dce /T e per il lato opposto KH" del triangolo di contatto rispetto 
alia coppa di coniche (i) e (i'}, si ha (n° 18) 

-£- — JL — Jll — J?* — JL — Jl!. 
f.~ f.~ A~ f,~ fs' fe 

o 1 m^ m m^ in* 

?i ?a ?} 94 ^5 ?6 ' 

XmL CirQ, MaUm,f t, XIII, parte i^.^Stampato il 28 febbrajo 1899. 23 
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applicando la coUineazione TZSy che cambia le coniche (i) e (i^ 

nelle coniche (2) e (a'), si deduce che per un vertice ff' ed il lato 

oppostD KH'* del triangolo di contatto rispetto aUe coniche (2) e 
(2O si ha 



I 

7:= 







~ n 






I 









9s 





donde t manifesto che il vertice ff' ed il lato opposto KH** del trian- 
golo di contatto rispetto alle due coniche (2) e (2') si corrispondono 
nel sistema polare L, dunque il detto triangolo 6 autoredproco in questo 
sistema polare. 

Osserviamo che, se C fe una coUineazione del gruppo G,^, che 
trasforma le coniche (i) c (i') nelle coniche (f) e (i'), CLC^ i una 
polaritd di T ' questa polariti ha per conica fondamentale una conica 
bitangentc alle coniche (i) e (fc'), la quale si ottiene applicando b col- 
lineazione C alia conica A; denoterenio con X^y questa conica e con 
X^t/ il suo sistema polare : 

e perd in particolare sari 

In Gj^ \i sono (n® 18) died collineazioni, che portano un punto 
K in ogni altro punto Ky e quindi vi sono died collineazioni, che por- 
tano le coniche (i) e (i') rispettivamente nelle coniche (i) e {k'), qua- 
lunquc sbno (i) e (/:'); segue che, corrispondentemcnte alle j6 com- 
binazioni {i)(^k') d'una conica dclla sestupla S con una conica della 
sestupb S', si hanno in P.^q 36 sistemi polari L^j,, ciascuno dei quaU 
si puo ottencre trasformando il sistema polare L con 10 collineazioni. 

Alle coniche della sestupla S' prese ncll'ordine [i' 2' 3' 4' 5' 6'] 
f orrispondono per ogni L^^, le coniche deUa sestupla S ndrordiije indi- 



SUL GRUPPO SEMPUCE DI 360 COLUNEAZIONI PIANE. 1 79 



cato dol seguentc quadro : 



^...' = ["3456] /.,.., = [215364] A.,,, = [351642] 

^...' = [436125] L,,j, = [564213] L,,4, = [642531] 

^...'S [214635] 4.,' = [126543] J^..,' = [462351] 

-^M- = [653214] ^^j'S [345126] I^s [531462] 

Li..' = [361 524] L^.2' = [6341 52] i,.,' = [143265] 

i,.4' = [512346] I,,,. = [256431] I,,<.s [425613] 

^4..' = [452163] I^.. = [543621] L^,, = [234516] 

£^^, = [165432] I^,,.s [621345] 1^4, = [316254] 

V = [546312] !,,., = [451236] I,.,, = [615423] 

Lj,^. s [324561] L,.,, = [132654] £,^, = [263145] 

^«..'^ [635241] ^6..' = [362415] ^«.,'^ [526134] 

i<.4' = [241653] ^(.j'^ [413562] L<.j, 3B [154326]. 



(78) 



Le equazioni ddle coniche A^^y fondamentali nd sistemi polari 
Li I y si deducono applicando le cc^neazioni di G,^ alia equazioiie 
41* = o sopra trovata della conica A; i k>ro primi mcmbri, lidotti ad 
avere il discrimioante = i , si possono scrivere nella forma : 



(79) 



Am' = «/. + */;, A^.,=a/, + t/;, Kj,=atf, + bf,, 

A^'=«'/.+*/«. A,.,. =«•/.+ J/;, A^=fl./.+*/;, ccc 



dove si h posto, per breviti di scrittura, 



a = — (c' — i), b = — (c — i)- 



34. — Le cappte di caniche K e le eoppie di potarUh L. 

CoUe 36 coniche K^y si possono formare ^ i^= 630 eoppie. 

Or bene queste 630 eoppie si distribuiscono in quattro dassi tali che 
le due coniche di una coppia qualunque si possono trasformare nelle 
due coniche di una coppia della stessa classe, con collineazioni o cor- 
relazioni di ^^^y e due eoppie appartenenti a classi diverse non sono 
trasformabili Tuna nell'altra. 

Invero consideriamo in primo luogo due coniche A^^^, A^ che 
hanno lo stesso primo indice i (// ^ fe'); il numero di tali eoppie 6 
90. Comindamo dall'applicare una delle collineazioni di G^^, che camlna 
le coniche (fe'), (fe*) nelle coniche (i'), (2') e supponiamo che muti la 
conica {%) nella conica (a); poi ricordiamo (n** 23) che il sottogruppo 
tctraedrico, che bscia ferme Ic due coniche (i') e (2'), produce un 
gruppo transirivo di permutazioui nella sestupb S; quindi in quel sot- 
togruppo vi ^ almeno una (precisamente ve ne sono due) coUineazioney 
che cambia la conica (a) neUa conica (i); segue che con due collinea- 
zioni di Gj^ si pu6 mutare una coppia qualsiasi A^^*, A^^ii nella coppia 
A, ,#, A, ,,. Similmente si vede che due coniche A,^^, A^^/, che hanno 
lo stesso secondo indice, si possono con collineazioni di Gj^ mutare 
nella coppia A, ,. , A, ,/ e questa poi per mezzo della polariti L si 
cambia nella coppia A, ,/, A, ,#; il numero delle eoppie A^^^ , Aj^^ h 90. 
Dunque abbiamo una prima classe di 180 eoppie di coniche A, che con 
coUimaiiom corrdaiioni di V^^^ si possono mutare nella coppia A,^,#, A,^^^ 

Passiamo ora a considcrarc Ic eoppie di coniche A^^/, A^^^^, che 
lion hanno umiali nc prinii nc second! indici. Applichiamo una qua- 
lunque dcllc collineazioni di G^^, che muti le coniche (//), (/') nelle 
coniche (i'), (2') e siamo ridotti a considerare le eoppie di coniche 
A^j/ , A^^, , essendo a ^ le disposizioni binarie degli indici I, 2, . . . 6. 
Osserviamo p(M che nel sottogruppo tetraedrico (n° 23), che lasda 
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ferme le coniche (i'), (2'), esistono collineazioiii che mutano le coniche 
(«) e (P): a) nelle coniche (i) e (2), owero b): nelle coniche (i) e 
(3), owero c): nelle coniche (i) e (4), rispettivamente secondo che 
a^ t una delle sei disposizioni 

a) 12, 21, 36, 63, 45, 54, 
o una delle dodid disposizioni 

b) 13, 16, 23, 26, 34, 35, 41, 42, ji, 52, 64, 65, 
o una delle dodici disposizioni 

c) 14, 15, 24, 25, 31, 32, 43, 46, 53, 56, 61, 62. 

G)rrispondentemente alle 15 combinaaoni binarie h'V troviamo 
dunque : a) una seconda classe di 1 5 X 6 = 90 coppie Ai^^, , \y , k 
quaU con collineaz}oni di G^^ si possono cambiare nella coppia A,,,#, K^'l 
b) una ier:^a classe A' 15 X 12 = 180 coppie A^^,, A|^;, trasformabili 
nella coppia A,,,, Aj,#; c) una quarta classe di 15 X 12= 180 coppie 
A|^*, A||r trasformabili nella coppia A,,,, A^,#. 

Per dimostrare che due coppie di coniche A appartenend a classi 
diverse non sono trasformabili Tuna nell'altra, basta considerare le 
quattro coppie A,,,., A,y; A,^,,, A^,,; \,y, A,,.; A,.,„ A^,, e calco- 
lare per ognuna gli invariand assoluti; si trova che quesd hanno valori 
diversi da coppia o coppia, e predsamente si ha 

= — I per A,,./ , A,^,. 
= ^' per A,^,. , X^y 
= 0) per A,^,. , A^,,. 

Una notevole proprieti hanno le coppie di coniche A della se- 
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conda classe; le due coiiiche di dascuna di queste coppie sono caniih 
gate fra loro, cioc sono Tuna polare redproca di sb rispetto all'altnu 
Infatd si considerino le due conidie A, ,. e A^^.; nel sistema polare L, 
di cui A,^,/ ^ conica fondamentolc, le due coniche (2), (2') si corri- 
spondono tra loro e quindi la conica A^,, corrisponde a s& stessa. 
Segue che colle 36 conicbe A^^ si possono for mart 90 coppit di conicbi 
coniugatt, t che ogm conica A i couiugata (e quindi bitangenie) ad dltrt 
cinque coniche A. 

Dircmo che due polariti L^^., L^^^ fomiano una coppia di r^ 
classe (r=i, 2, 3, 4), se le rispettive coniche fondamentali A,^*, A^^ 
formano una coppia di r*** cbsse. Perci6, se a = ^ owero se «' = P', 
L^g^, e L^p, sono una coppia di i* dasse; se, essendo ql^^^ol* ^ p', 
csistc una collineazione che cambia le coniche (oc) e (x') nelle coniche 
(P) ^ (P')> -^a,** c -^p.e' sono una coppia di seconda classe; altrimenti, 
sono una coppia di 3* o 4* cbsse. 

Due polaritd, che formano una coppia di 1* classe, ddntto per pro- 
doiio una coUinea:^ionc di 4° or dine. Dm polaritd, che formatw una coppia 
di 2^ classe, dinno per prodotto unomologia. Due polaritd, che formano 
una coppia di f ^ classe, ddnno per prodotto una collineaxiofu di 
5° ordine. 

A dimostrarc queste proposizioni, coniindamo dall'osservare che, 
se L, L' e L"y U" sono due coppie di polariti della stessa classe, 
esiste una collineazione C tale che 

quindi 

e percio i prodotti LL' q VV sono coUineazioni dello stesso ordine. 
Ci6 posto, basta esaminare i prodotti L^^^tL^y^ L^^,L,^^,, L^^^L^^^ 
£^,/L,,/, che, eseguiri col tcner conto del quadro (78), producono 
nclle coniche della scstupla S le permutazioni seguenti 

L,,..L^,, s (i2)(3564), I^,.I.,.. = (30(45), 

^M' 4..' = (16234), L^^K^' = (I5^6> 
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Nessuna ddk collineaxioni di 3° ordine di G,^ I prodoUo di due 
polaritd di r^„. 

Ogni omologia di G^^ nasce da due prodoiii diversi, ciascuno di 
due polaritd, che formano una coppia di 2^ classe; e predsamente, se 
igj^^# , L^^ 6 una coppia di 2* classe, anche L^^# , L^^r ^ ^^^^ coppia 
di 2^ classe, e si ha 

(80} L^^L^ = J^^'i^aJ^* 

In£ittiy se L^^y L^^ & una copjMa di 2^ classe, easte in G,^ 
una collineazione C che cambia (i) in (x^ (^) ^^ (^X C^') ^ (*'X 
(2') in (P'); per cui si ha 

inoltre si ha 

O^wi collinea:(ione di 4** arrfiwe di G^^ w^ic^ da quaiiro prodotii di- 
ver si, ciascuno di due polaritd, che forniano una coppia di i* classe. 
Infatti si ha, come 6 facile verificare tenendo conto del quadro (78), 

e di qui si deduce generalmente che: 

dove s^tende che (p') sia la conica, in cui si muta la (2*), quando 
si applica una collineazione di G^^y che muta le coniche (i), (2), (i') 
rispetrivamenic in (a), (P), («'), di guisa che L^y , L^^p, 6 una coppia 
di seconda classe. 

La relazione (80) 6, come si vede subito, cons^uenza delle (81). 

Ogm cdUinta^one di 5° ordine di G^^ nasce da cinque prodotti di- 
versij dascuno di due polaritd, che formano una coppia di 3^ 4^ classe. 
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Infatti sia L^^^ L^^^ una coppia di 3* o 4* dassQ aano inoltre: 
£ Y la trasformata di Z.^,# mediante L^^^ ; L^jf la trasfbrmatsi di L^ 
mediante i^^^^\ L^' la trasformata di 1^^ mediante L^^^, Sari L^ 
la trasformata di L^^^ tnediante L^# e a avri 

(82) Lf^L^^ = L^^L^,^ = L^,^,L^^^ = ^w^je = Ay-^«i*'J 

perch£ la collineazione rappresentata dal prodotto L^^L^f^ h, diquin- 
t'ordine. Questa collineazione poi produce nelle coniche delle due se- 
staple S, S' le permutazioni 

A dimostrar ci6 in generale basta fame la verificazione per la sola 
coppia di 3* classe L^yL^y e per la sola coppia di 4* dasse L^yL^\ 
la verificazione si fa tenendo conto del quadro (78) e ponendo nel 
primo caso 

a=i, P=3, Y = 6> * = 4i «=2, 

«'=!', p'=2', Y' = 4'> ^'=6', «'=3% 
e nel secondo caso 

a = I, p = 4, Y = 5> * = 6, « = 2, 

«'=!', p'=2', /=6', ^'=5', «' = 4'. 

Esscndo adunque L^^, L^^ = (a 5 ^ t y), si deduce, anche in virtu 
delle (82) : 

di qui si vcdc facilmeiitc chc nel sistema polare L^^^, alle coniche (a*), 
(jy)y (yO> i^')y (^') corrispondono rispettivamente le coniche (at), (t), 
(X), (y), (P), quiiidi alia rinianente conica (C) di S' corrisponde la 
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rimanente conica (^) di S. Similmente si dimostra che queste due co- 
niche (^), (!^') si corrispondono anche nelle polariti L^^0y I-^^^ ^9^9 
L„»; dunque per tutte cinque le polariti considerate la conica A^^* si 
trasfonna in s4. Segue che le cinque coniche A^^., A^^/, A^,^* -^j,^* 
A,^ sono le cinque coniche A coniugate aUa A^.^, (*); e per6 le cinque 
polariti L^^*, ^3,?'> ^x*r'^ -^^^.r* ij.i' accoppiate con L^r/ dinno coppie 
di 2* classe; d'altra parte quelle cinque polariti accoppiate tra loro dinno 
coppie di 3* o 4* classe, perchS i loro prodotti sono le coUineazioni 
di 5** ordine del gruppo ciclico generato da Z^^^y Dunque, data una 
polariti, se si considerano quelle cinque che con essa formano coppie 
di a* classe, queste cinque prese due a due dinno sempre luogo a 
coppie di 3* o 4* classe; per conseguenza quando si considerano tre 
pi& polariti, non tuUe le coppie, che con esse si possono formare, possono 
^sere ddla 2* classe. 

.Osserviamo ancora che, fissata una polariti ir^/, ve ne sono 10 

che con esse formano una coppia di i* classe, e sono le altre cinque 

^f^e hanno per primo indice X,^ e le altre cinque che hanno per secondo 

mdiee C; inline, fissata una polariti, ve ne sono 36 — 10 — 5 — 1 = 20 

che con quella formano una coppia di 3* o 4* classe. 

Tre polaHti, che diano luo^o ad una coppia di i^ e ad una di 3* 
^ -4-^ classe, come ad es. L,,,., L, ,,,, L,,,#, generano tutto il gruppo r^,^, 
il gruppo generato da quelle tre polariti contiene una collinea- 
.e di 4** ordine e una di 5® ordine e Tunico sottogruppo, che con- 
collineazioni di 4" e di 5® ordine, 4 G^^^. 
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I sottogruppi di r,,„, costituiti di sole coUineazioni, sono G,^ ed 
^ottogruppi di G,^, fn® 28). 

Ogni gruppo finito di coUineazioni e correlazioni ha quelle e 
in ugual numero. Infatti siano c, , c, , ... c, le coUineazioni e 
^^ana correlazione del gruppo; h chiaro che c, y , ^, Y , . . . , c,y sono 
"^Telaziom distinte; queste inoltre sono tutte le correlazioni del gruppo. 



(^ Lc corde di contatto sono le cinque rette u concorrenti nel punto JT/^o^gx. 
lUnd. Ore, Matcm.j t Xm, parte i*.— Stanipato il 2 nwrzo 1899. 24 
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perch£, se 9 £ una qualunque di queste, 7y^ i una coUineazione c^ 
dd gruppo, donde 9 = c^y* 

G)nsideriarao ora un sottogruppo V di T ^^ che contenga corre- 
lazioni e collineazioni; tutte queste coUinea^oni foraiano un sottogruppo 
G di G,^; e noi dicemo che quel sottogruppo r & Vesteso di questo 
sottogruppo G. 

Uesteso di G,^ i T^,,- 

n gruppo idendco ha ^6 gruppi estesi, F, , ognuno dd quali & 
costituito daUa collincazione idendca e da una delle 36 polaiiti L^^ 

Una coppia di pobriti di 2* classe genera un gruppo, T^, com- 
posto deU'operazione identica, delle due polariti e deU'omolo^ pro> 
dotto di qucste. Ogni gruppo, G, , forniato dalk operazione idendca 
e da un'omologia ha due gruppi estesi T^ , perchi un'omologia a pu6 
in due modi divcrsi ottencre conic prodotto di due polariti (n** 34); i 
sottogruppi r^ sono dunque 90. 

I gruppi ciclici di 3° ordinc, G, e G\ , non hanno gruppi estesi, 
perche in T^ non esistono correlazioni di 6° ordine, e perch£ due 
polariti non ddnno niai per prodotto una coUineazione di 3^ ordine. 

Per lo contrario i gruppi ciclici G^ , G^ hanno c^uno due gruppi 
estesi. 

In primo luogo ogni gruppo ciclico G^ , o G, , ha per esteso il 
gruppo ciclico T^ , o r,^ , gcnerato dalle potenze di una correlaaone 
di 8^ o di 10°, ordine di T^.^ (n® 32). 

In secondo luogo osscrviamo (n° 34) che una coppia di polariti 

di 1' cbssc genera un gruppo, Fg^cosutuito da quattro polariti 

^a^y ^B.a' > ^^BT = -^a,a' ^a^a' ^?,a' > ^(hy = ^thof -^fca* ^a^ > 

e da un gruppo ciclico G, 

Osserviamo inoltre (n" 34) che una coppb di polariti di 3* o 4' 
classe genera un gruppo, F,^, , costituito di cinque pobriti 

^qui'y ^flbp'J ^V> L^f L^ 
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e di un gruppo ddico di coUineaziom di 5^ ordine 

Condudiamo che ogni gruppo ddico, G^, ha un gruppo estesc^ 

r, , che non i piii un gruppo dclico e contiene quattro polariti; 6 chc 

ogni gruppo ddico, G^ , ha un gruppo esteso, F^ , che non & piii un 
gruppo dclico e contiene cinque polariti (*). In T^^ si hanno 45 sot- 

togruppi Tg e 36 sottogruppi r„. 

I sottogruppi quadrinomii ed i sottogruppi diedri G^ e G^ di G^ 
non hanno gruppi estesi. Infatti, dovendosi esdudere le correlazioni di 
8^ o 10° ordine, perch^ nei sottogruppi considerati non esistono colli- 
neazioni di 4° o j** ordine, il gruppo esteso non potrebbe contenere 
altre correlazioni che polaritd; ma queste, in numero di 4, o 6, prese 
due a due, darebbero necessariamente luogo a coppie di i*, o 3*, o 
4* classe e quindi coi loro prodotti introdurrebbero delle coUineazioni 
di 4** o 5° ordine, d6 che non deve accadere. 

Un sottogruppo F,^, che sia gruppo esteso di un gruppo diedro 
Gg, non pu6 contenere correlazioni di 10** ordine; non pu6 inoltre 
contenere pid d*un gruppo ddico F, di 8** ordine, che fe Pesteso dd- 
Tunico gruppo ddico G^ contenuto in Gg; dunque contiene almeno 
quattro polaritd. Queste poi non possono dar luogo a coppie di 3* cf 
4* dasse, perchfe in Gg non vi sono collineazioni di f ordine; d'altri 
parte non possono fornire soltanto coppie di 2' classe; dunque tra le 
coppie, che si possono formare con quelle quattro polariti, ve ne 6 
certo quakuna di i* classe. Ora una coppia di polaritd di i* classe 

genera, come si fe visto sopra, un gruppo Fg , che contiene un gruppo 
ddico G^ di collineazioni; dunque nel gruppo F,^ i contenuto quel 

gruppo Fg , che fe esteso dd gruppo ddico G^ contenuto in Gg. Segue 
die, se il gruppo F,^ esiste, per ottenerto basta aggiungere a Gg una 

deile polaritd, che entrano nel gruppo Fg considerato. A dimostrare 
ora I'esistenza dd F,^, esaminiamo in particolare il gruppo Gg gene- 

mm— WT-^ -m • • ■ rm- fb-^^m^mmh ■ w i ■ i h m - . . ■ u^ — ' 

(*) Queste cinque polaiitii, prese due a due, dinno cinque coppie di 3^ classe 
e cfo^ coppie di 4^ disse. 
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rato da 

Essendo L^^,L^y=^ Y, aggiungiaxno a G, la polariti L^^0^=L; 
per dimostrarc chc le collineazioni di Gg e k corrdazioni cbe nascono 
dai loro prodocti per L fonraiio gruppo, basta osservare; x^ cbe si ha 

L0 = 0(..x,„ L = 0(,'4'X5 V) L = (ii'2 2')(3 4'4 i'6 5*5 ^O 
LY= r(„,,,L= r(,v.v,I = (i2')(2i')(34'X46')(53')(65') 

2^ chc 0^„j^,^) = y 0, ^(,$64) = 1^* sono coUineaaoni di G^. Osscr- 

viamo poi chc il gruppo ciclico T^ , generate dalla correlazione di 8" 
ordinc L 0, conticnc il gruppo ciclico G^ generate da F; e cod am- 
cludian-iO ancora chc il gruppo eskso T,^ di un gruppo Gg cofiUene at- 

trambi i gruppi F, , T, estesi del gruppo ciclico G^ conUnuto in Gg. In 
r.,^ si hanno 45 sonogruppi r,^. 

Un sottogruppo 1^^ , chc sm gruppo cstcso di un gruppo diedro 
G,0 , non puo contcncrc corrcLizioni di 8^ ordine; non pu6 inoltre 
contcncrc piii d'un gruppo ciclico ^^^ di 10° ordine, che d I'esteso dd- 
Tunico f^rup;>o ciclico G. contcnuto in G,^; dunque condene almeno 
cinque pulariti. Qucstc poi non possono dar luogo a coppie di x^ dasse, 
pcrchc in G^^ non csistono collineazioni di 4° ordinq d'altra parte non 
possono fornirc soltanto coppie di 2' classc; dunque tra le coppie, che 
si possono f(;rniarc con quoUc cinque pohriti, ve ne fe certo quakuoa 
di 3* o 4* cbssc. Ora una coppia di polariti di 3* o 4* dasse genera, 

come si c vi:>to supra, un gruppo 1^^ > <^hc contiene un gruppo ddico 
Gj di collineazioni; dunque ncl gruppo T,^ c contenuto qud gruppo T^, 
chc c esteso del gruppo ciclico G^ contenuto in G^^. Segii& che, seii 
gruppo 1\q esiste, per ottenerlo basta aggiungere a G,^ una delle pola- 
riti che entrant) ncl gruppo r,^ considerate. — A dimostrare I'eastenza 
del r^ esan:iniamo in particolare il gruppo G,p generate da 

Essendo L^^^,L^^^, = Z, aggiungiamo a G,^, la polariti L, j^. A 
dimostrarc che le collineazioni di G^ e le correlazioiii^ che "afK ^n o 
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dai loro prodotd per L,,,/ , formano gruppo, basta osservare che si ha 
L,.,, O" = Za'L,y s (I i')(24'6 3'5 ^'4 6'3 5') 

I,.,.Z=ZI,.,,s(n'K23')(32')(46')(55')(640- 

Osserviamo poi che b correlazione di i o*^ ordine L,^,# 0" genera 
un gruppo dclico T^^y il quale contiene il gruppo cidico G^ generate 
da Z; e cod concludiamo ancora che il gruppo tsttso V^ di un gruppo 

G„ conHene etOranibi i gruppi r,^, , Y^^ estesi del gruppo cidico G^ con- 
Unuio in G^^. In T^^ si hanno 36 sottogruppi T^. 

I gruppi Hessiani G^ , G,g ed i gruppi tetraedrid G,^ , G^, ncn 
hanno gruppi estesi. Infatti, se questi esistessero, non potendo conte- 
nere correlazioni di 8° e 10° ordine, dovrebbero contenere polariti. Ma 
d6 non accade, perch^ i prodotti di piCi polariti due a due non pos- 
sono mai dare coUineazioni di 3^ ordine, n^ dar sempre omologie se 
il loro numero b maggiore di due. 

Se r^2 £ un gruppo esteso di un gruppo Hessiano G,^ , non pu6 
contenere correlazioni di 10** ordine; n6 pu6 contenere tutte 36 le po- 
lariti, perch^ queste generano tutto il gruppo T '^ conterri dunque 
correlazioni di 8^ ordine. II gruppo dclico F, , generato da una di 
queste, contiene un gruppo dclico G^ di G,^; trasformandolo colle 9 
omolc^ di Gj^, si ottengono 9 diversi gruppi dclid F, , percb^ si 
vede fadlmente (n^ 22) che un gruppo dclico G^ di G^^ , trasformato 
colle dette 9 omologie, produce 9 diversi gruppi dclid G^, che sono 
tutd i gruppi dclid G^ contenuti in G^^. In qud 9 gruppi dclid Fg 
si trovano 9X4=36 correlazioni diverse di 8° ordine; dunque ilF^, 
deve contenere 36 correlazioni di 8^ ordine. Segue che, se il gruppo 
r^ esiste, per ottenerlo basta aggiungere a G^^ una qualunque deUe 
correlaaoni di 8^ ordine, che hanno per quadrato una collineazione di 
4® ordine di Gj^. — A dimostrare Tesistenza dd F , esaminiamo in 
particolare il gruppo G,^ generato da (n** 22) (*) : 

(^ A geoerare un gruppo G^^ bastano due coUineazioni, ad es. 5^^), ^(o^); 
ki tenEA 5^^ , hidicau alia fine del n^ 22, ^ la trasformata della prima mediante la 
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Essendo 

= LOs(ii'2a')(34'43'65'5<5') 

una correlazione di 8^ ordine, chc ha per quadrato 0* = F, aggiim- 
giamola al gruppo G^^ considerato. A dimostrare che le collinearioni 
di G^^ e le correla^oni, che nascono dai loro prodotd per 6, fbnnano 
gruppOy basta osservare che si ha 

is = sYhY.% ey=ye. 

In r^,o a hanno lo gruppi r^, (*). 

I gruppi ottaedrici G,^ , G[^ non hanno gruppi estesL In£am id 
un gruppo r^3 esteso di un G^^, se esistcsse, le 24 correlazioni non 
potrebbcro essere tutte polaritd; perch^, fissata una polarity ve ne sono 
soltanto altre 10 che dinno con essa coppie di i^ dasse ed altre 5 che 
dinno con cssa coppie di 2^ cbsse, e quindi con 24 polariti si potrd>- 
bero fonnare coppie di 3^ o 4^ classe, le quaU coi loro prodotd por- 
terebbero collineazioni di 5^ ordine e di queste non ve ne i akiina m 
G,^. Dovendo altresl escludere le corrclaziom di 10^ ordine, s^ue che 
in r^3 dovrebbero esservi correlazioni di 8° ordine. H gruppo ddico 
Fg 9 generato da una di queste, condene un gruppo ddico G^ 6i G^; 
c siccome in G,^ vi sono tre gruppi dclid simili G^, co^ in T^ vi 
sarebbero tre gruppi dclid Fg. Segue che, se il F^ esistesse, conter- 
rebbe 12 correlazioni di 8^ ordine, e per ottenerlo bascerebbe ag^on- 
gcrc a G^^ una qualunque dellc correlazioni di 8^ ordine, die hanno 
per quadrato una collineazionc di 4° ordine di G^. A dimostrare che 
il F^3 non esiste, esaniiniamo in pardcolare il gruppo G^ generato 
da (n° 24): 



(*) i, notevole il I'atto che, considerando il gruppo G^^ come divisore del gruppo 
Hessiano, G,,^, di 216 collineazioni, cd estendendolo coUe corrdaiioni che servono 
ad cstenderc il G^u > come ha indicato il sig. S. K a n t o r (1. c), ai troika un gruppo, 
che contiene 12 polariti e 24 correlazioni di 6° ordine e die perci6 h diveno dill 
nostro F^, ; di guisa die il G^^ ^ susccttibile di due estensioni diverse. 
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Nel r^ si dovrebbe trovare la correlazione di 8** ordine %z^LO 
sopra considerata, percbi V = F; ma allora in F^ si troverebbe anche 
la correlazione # 

S9s(36')(i4'5i'2 5'6 3'42'). 
la quale d'altra parte, per essere di lo^ ordine, non pu6 far parte 

I gruppi icosaedrici G^ , G^ non hanno neppur essi gruppi estesi. 
Infatti un gruppo T,^ esteso di un G^, se esistesse, dovrebbe conte- 
nere correlazioni di lo** ordine, perchfe non pu6 contenere alcuna cor- 
relasdone di 8** ordine, non essendovi in G^ coUineazioni di 4^ ordine, 
e perchfe le 60 correlazioni non possono essere tutte polariti. Siccome 
poi in G^ vi sono 6 gruppi ddid simili, Gj , cosl in T,,^ vi sarebbero 
pure sd gruppi ddid simili, P,^. Segue che se il T,,^ esistesse, con- 
terrebbe 6x4 = ^4 correlazioni di 10° ordine, e le rimanenti 36 cor- 
relaaoni dovrebbero essere polarit^; ma queste generano Tintero gruppo 
r^; dunque il gruppo r,,^ non esiste. 

36. — n gruppo G^^ neilo sptiHo R^. 

Sappiamo (n® 32), che quando le coniche-inviluppo di un piano 
n si rappreseatano con punti di uno spazio R^ , ad ogni collineazione 
del piano ir corrisponde in R^ una collineazione, che muta in s^ la 
varied Af^ e k superfide f J. Vog^iamo ora occupard del gruppo GJ^ 
dk colliiHarioni di R^ , che, nel senso ora ricordato, corrispondono alle 
colfineazioQi del gruppo G,^ dd piano %; tal gruppo G]^ & generato 
daUe due sosdtuzioni 

2) i:=i.. r.=/„ ^=/,, /;=/„ r,=/,, r,=i.; 
r)i;=.*i., r.=«i„ /;=/., /;=/,, /;=c/,, r,=«*/,. 

£ chiaro anzitutto che le coUineazioni di G^ producono le per- 
miitarioni dd gruppo alternante in una sestupla di punti di J{j ^ che 
5000 i vcrtid della piramide fondamentale per le coordinate in jR^. La 
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stessa proprieta ha un alrro gruppo di 360 coUineaadoni in £j,chefu 

studiato dal sig. Veronese {*) ed t generato dalle sosdnmoni Z e 

> 

Qucsto gruppo c csscnzialmeate diverso dal nostro, come quello 
che trasforma in sc uno spazio lineare ed una quadrica a qiiattro (U- 
mcnsioni, chc hanno per equazioni 

/? + /: + ^ + /: + /; + ^j=o, 

mcntrc per il nostro non vi sono ne spaa lineari nt quadriche tra* 
sforniate in sc. 

£ notcvole il fatto che siffatti due gruppi di 360 coUineazioni in 
R, hanno in comune un sottogruppo icosaedricOy che ft quello che 
lascia fcrmo il punto di R^ rappresentaiivo della conica (i^) di «; esse 
si pu6 ritcnere generato da Z e da 

rs) i[=i„ i:^i„ /;=/., /,=/„ /;=;„ /;=z, 

c coincide con un gruppo di Serret (n® 26) di permutaaoni di sd 
variabili. 

Per il gruppo studiato dal sig. Veronese vi t una infiniti di 
piramidi trasformate in s6; per il nostro gruppo invece godono di tale 
proprictl soltanto due piramidi diverse, quelle che hanno per verdd i 
punti rapprescntativi dellc due sestuple associate di coniche involu- 
torie in w. 

Si prenda in R^ come fondamentale per le coordinate una pira* 
niidc arbitraria e per punto uniti un punto qualunque fuori dellesue 
faccie (ipcrpiani che passano per i vertici presi cinque a dnque). Chia- 



(*) Vcdi il § 6 della Mcnioria <c Interpretations g6om6triques de la tfatorie des 
subittitutions dc n Icttres particuliermcnt pour n z= 3, 4, 5, 6 » Annali di MatemO" 
tica, s. 2% V. XI, (1882-83). 
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meremo piramide associata alia precedente una piramide che ha per 
vertid i pund di coordinate 



(83) 



(1, I, I, I, I, i), (i, I, «•, «, «, «"), (i, «*, I, «•, f, f), 
(I, f, f*, I, f*, f), (i, f, f, f*, I, «'), (i, t*, «, «, «•, i). 



Due inramidi associate sono dascuna trasformata in s& da un 
gruppo G|^ di collineazioni in R^. 

In una piramide di R^ chiamiamo spigoli le rette congiungend i 
verdd due a due ed assi gli R. intersezioni delle facde due a due; 
chiamiamo poi terna di spigoli opposti tre spigoli tali che mai due pas- 
ano per uno stesso verdce, e terna di assi opposti tre assi tali che mai 
due stiano in una stessa facda. In ogni piramide di R^ abbiamo 15 spi- 
goli e 15 teme di spigoli opposd, 15 assi e 15 terne di assi opposd. 
Si dimostra fedlmente che due piramidi assodate sono in mutua posi- 
adone tale che : a) ogni spigolo dell'una si appoggia ad» una terna di 
assi opposd dell'altra, dofi ha un punto comune con dascuno d^ 
assi della terna; la terna di pund d'appoggio ha per coppia hessiana i 
due verdd, che stanno suUo spigolo, ed 6 la terna di pund in cui lo 
sp^olo taglia Mj; b) ogni asse dell'una si appog^a ad una terna di 
spigoli opposd dell'altra, do6 giace in uno stesso iperpiano con dascuno 
de^ spigoli della terna; questa terna di iperpiani ha per coppia hes- 
siana le due hcde, che si tagUano sull'asse, ed ^ la terna di iperpiani 
tangend a M^ che passano per I'asse. 

Se si prende Fiperpiano polare misto di due verdd d'una pira- 
mide rispetto a M] , si otdene un iperpiano che rappresenta una conica- 
luogo T o T'. 

Ogni retta, che cong^unge un verdce della prima piramide ad un 
verdce deUa seconda, incontra la F* in un punto K*y rappresentadvo 
d'un punto-doppio K. Se sopra ognuna di tali congiungend si prende 
il punto, che col punto K* e coi due vertici di il rapporto anarmo- 
Dico c — X, si ottengono i pund che rappresentano le 36 coniche A; ecc. 

Conoscendosi tutte le coniche-inviluppo, che sono trasformate in 
si dalle collineazioni di G^^ in tt, si trovano fadlmente i pund unid 
ddk callinearioni di Gj^ m R^. 

imd, Qrc, ibUm.^ t XIII, parte i^.^Stampato il 3 marzo 18^^. 2; 



194 '- GEKBALDL 

Un'omologia di G^^ ha per centro un pimto 1/ e per asse 
una rctta u, Essa trasformay dascuna in si> tf) k coniche-mviltqypo 
del sistjma lineare oo^ cosdtuito da tutte le coniche, rispecto a cm 17 
e .tf si corrispondono come polo e pobre; b) tutte le copjne di pond 
cosdtuite dal punto (7 e da un punto qualun^ue di n. Segue die egm 
collinea[ione 0* di Gj^ ha uno spa^io a 3 ditnensiofd di punH umi 
{spaxio fondanuniak R^) (*) e fuori di tsso una retta di punii umti {ragpo 
fandarruftiak rX ^^ S^^ ^^ ^\ ^ ^^^ tagUa F^. 

Nel sistema 00' considerato in ic di comche-inviluppo, ve ne soqo 
00' degenerate in coppie di punti; esse sono: x) tutte le cop{Re <£ 
punti della retta u; queste si rappresentano su R^ coi punti di im piano 
giacente per intero in Af^, il quale condene b conica tt* di FJ che 
corrisponde alia retta doppia u; ^) le coppie di pund allinead con U 
e separad armonicamente da C7 e da ri; queste dinno involuzioni sulk 
rette uscend da (7 e si rappresentano su R^ coi pund deUe rette, die 
proiettano b conica u* dal punto IT* di F^ rappresentadvo del punto 
doppio U. Segue che la inttrse:^one della varieid Afj collo spa^io foth 
damcntdU R^ per la collifuaxjone O^ si spi^:^a nel piano della conica «* 
e nel cono che proietta qiiesta conica dal punto IP. 

Nelb collineazione 0* abbmmo inoltre due spazi (fondamentali) 
di iperpiani unid, cosdtuid da tutd gli iperpiani che contengono Tuno 
o I'altro degli spozi, R^y r, , di pund umd; e predsamente ^ iperpiani, 
che contengono uno dei due spad di pund unid, sono g^ iperpiani 
pobri, rispetto ad Af ] , dei pund dell'altro spazio. 

La caratterisdca delb collineazione 0* ^[(xixiXii)] ed il valore 
del suo invariante assoluto i = — i. Per tro\'are il corrispondente di 
un punto Py basta per questo drare la retta che tagKa r, ed Jt, ed in 
essa prendere il coniugato arnionico di P rispetto ai due pund di 
incontro. 

Una collineazione di 3'' ordine^ 5, del gruppo G,^ nd piano x 
ha tre pund unid in tre pund P. Essa trasforma, dascuna in s^ k 
coniche di tre schiere bitangend, essendo corde di cohtatto i lad, poli 



{*) Cfr. S e g r c : « Sulla teoria sulla clissiticazione deDe omografie in uno 
spazio lincare ad un mimcro qualunque di dimensioni ». Memori$ Act. Lincei, s. 3% 
y. XIX, Z884. 
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conutto i vertid opposd, del triangolo unito di 5. S^ue clie ogni 
colJinea:^wne, S*, dt 3° ordine di G' 4, ha ire raggi fondamentali, dascuno 
dd (juali con^uQge il punio di F* , rapprescntadvo di uno dd dem 
We puna P, considerate come doppioj al punto di AfJ , rapprescDtativo 
dcUa coppia dd rimaneua due puna P. 

NcUa colliitcaaone S* abbiamo inoUre tre assi fondamentaU cosd- 
tuid da mm gli iperpiani, chc contengono due dd tre raggi fonda- 
roentali. 

La caratterisQca delb collineaaone 5" ^ [(ii)(ii)(ii)] ed i valori 
suoi due invarianri assoluri sono t, »'. 

Una coilineazione di 4° ordine, Y, dd gruppo G^^ nel piano it 
per criattgolo unito mi triangolo U V V". Essa trasforma, ciascuiu 
in se : (i) le conichk; bitangenn in V c V" col polo di contaito in t/; 
v) le coppie di punri della involuzione che ha per punti doppi V e V"; 
le due coppie di punri U, V e V, V". Segue che ogni coUiitea- 
Ifotie, Y', di 4° ordine di G\^ ha due raggi fondamenlali t, fuort dt 
7**^^ti, due puHli uniti isolali; dd diu raggi j'cndamcnlaliV uno UigHa F\ 
"^ punli) V ( lagiia ulteriormenle M^^ nel punio corrispondenU alia coppia 
*"» V", I'allro giace iu M*^ e lagiia F* riei due punti V*, F"', COTTir 
'Pi^ntienti ai punti doppi V, V"\ i due punti uniti isolali stanno su MJ 
' ^orrispondono alk coppie di punti U, V e V, V". 

Nella callineazioiie K* abbianio poi due assi fondamenuli e due 
'pcrpiani unid isolati; quesri uldmi sono determinati da uno dd punri 

Ksolad insitme ai due raggi fondan.eniali; gli assi fondamenuli son 
in di tutri gli iperpiani, che contengono i due punti unid isolari 
e ad uno dd raggi fondamentali. 
J caratteristica ddla coilineazione Y* i: [(ii)(ii)fi] ed i suoi 
rarianri assolud hanno per valori — i, ), — 1. 
Itu coilineazione di j" ordine, Z, del gruppo G^^ nel piano -n 
: triangolo unito un triangolo if Wi/". Essa trasforma, ciascuna 
**^ si : a) le coniche bitangenn iu H', H" col polo di conutto in A'; 
I ^J i pund H', H" considerari come doppi e le coppie di pund K, H' 
^^^L-^f, H". Segue che ogni collined^ione, Z*, di 5" ordine di GJ^, ha un 
^^^^S'gie Jondamenlale che lagiia !a F* tie! punto K*, corrispoadenk al punto 
^^^^^t>pio K, e taglia ulleriormente la Af * nel punto corrispondente alia coppia 
"'^'s H"; ha itiolue quattio punti uniti isoUai, dei qitali due stanno su 
I gli altri due stanno su M* e fuori di f J. 



1^6 
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NeUa coUineazione Z* abbiamo poi un asse fondamentale e quatcro 
iperpiani unid isolati; quesd ultinii sono determinad dal raggio Sonda- 
mentale insiemc a tre did quattro pund unid isolad; Tasse fondamea- 
tale ^ cosdcuito di tutd gli iperpiani^ che passano per i quattro pund 
unid isolad. 

La carattcrisdca della coUineazione Z* i [(ix)iixi] ed i sum 
quattro invarianri assolud hanno per valori m, H*, i|', U*. 



37. — Notevoli sestuple dl quadriehe €n R^. 

Considcrianio ora in K^ le sd quadriche polari, rispetto alia va- 
riety cubica Ml , dei vcrdci della piramide fondamentale. Le lore equa- 
zioni sono 

e stanno serine per csteso nelle (63). Proponiamod di trovare icom 
del fasdo di quadriche determinate dalle Q, = o, Q^^ Oi dovremo 
calcolare il discriniinante di Q, + "^Q, che i 



D = 



4c' 



U* 



Xc 



Xc 



X»* 



4f''A 



U* 



Xs 



Xc 



Xe* 



e* + X« « + X«* « + X« 



e» + Xe 



e + W » -f !«' 



c + Xe* e* + X«* 



t* + \t 



e 



e _j. Xe « + Xc* «• + Xc 



Denotiindo con d il deteroiinante 



t* + Xe c + Xc» c + X« 



e* + Xe 



e + Xc* c* + Xc* 



,« 4. >,' t + It* 

c» + Xc 



e + Xc c -f Xc' c* + Xc 
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e con d^ i suoi minori, e ponendo inoltre 

F(y, .*».*,. \) = Z'^rt^** ('■' * = '» '' 3. 4) 
a vede £Kilmente che si ha 



'^u = ^^44= 2«'a' + I), 'i,. = d„ = 2.(>» + I), 
J„ = d., = J^ = J„=2(X'+i), d.^ = e<i., = 2c'(V + i), 

i = o, F(.', c, c, O = 32 (X' + I); 

dnnque 

D= — i28c'(X' + i)*, 

inoltre i tninori principali di 5° ordine di D hanno tutd il fattore X'-|-l. 
G>ncludiamo : nel fasdo di quadriche considerato vi sono tre coni 
di seconda specie, ed il fasdo ha la caratterisdca (*) 

Le quadriche del fasdo sono le polari, rispeuo a Af^, dd punti 
di uno spigolo della piramide fondamentale; i coni di seconda spede 
del £isdo corrispondono ai valori X =z — i, — e, — «* dd parametro 
'k, e sono le polari dd tre pund, in cui lo spigolo incontra la M^. 
Per il £itto che neUo sviluppo di D mancano i termini in Vy V, V, X 
condudiamo ancora che sono nulli quattro dd cinque invariand simul- 
tand ddle due quadriche Qi = o> fia = o (**)• 



O Vedi S e g r e : « Studio sulle quadriche in uno spazio iineare ad un numero 
qoahmque di dimensioni ». McmorU R, Accadcmia dclh ScUn^c di Torino, s. 2^, 

t. XXXVI, 1884. 

(^ Essendo noto (S e g r e, n® 9 delle Considera^ioni tec, sopra dtate) che la 

(juadrica polare^ rispetto a Af^, di ogni punto semplice di questa varieti^ t un cono 
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Go cbe ibcEJZDO en sabSao per k due quadridie (2,b4 
(2, = o Tile X i-je cvhirLcze ^ualunqos Q. = o, (2i = ^ F^ 

ael irsp^ G^ 7t soco cc?r"c:ironi cae mmano le prime doe ^ ^^^ ^ 
cnciie Z.CLC u:rt wje. 

Arbiizic ccsi =: R^ .ni nccrrotissixEa sesniph £ quadikkidl 
che presuendoce d^e ^-.ii/i^T^i'jg si irmiiTTin^ quattro dd dnqoeni' 
rimd szxr.ulnnd e i^ tisdc^ che esse determinano, vi sodo tie Qoi 



di secondi ^)eiie. 

Uaa seconvU sescupLi di qcudrkhe, cbe gode ddle scesse propntfii, 
si octietie quindo si pr^^xKloao le qiudriche pobri, iiq>etto aUa vancA 
Ml 9 dei sei verdd dtiLi pinnude issocLia aUa piramulp fiondameDtak 

In£itd re^iuzione d^ vjineti Af| , liferita a questa seconda pine 
mide, si deduce diLi B' (J) = o colli sosdtuzione (77), cd fc (n* 31) 
6(i')=0', cosi che le ecvuTJooi delle quadriche polari dei venid & deoa 

seconda piraxnide, nd cucvo sisteira di coordinate, sono — ^^-^=:o^ 
e queste non ditTeriscono dalle cquazxoni ^ = o altro che per Id 



di seconda spede, segue che se dei punn d^una retta (cfac noo giace su Jlj nfe iB> 

contra F}) si prendono le qiudxiche pobri, nel fasdo di <{ueste vi sooo weaxpttnt 
coni di seconda spede, che sono le quadriche polari dd tre punti in cui qudk rent 

incontri SI]. II calcolo sorri >vo::o hi per scopo. non tanto «£ verificare questa pn^ 
prictj re!ativamen:c allc quj Jr!cho polari ie: punti d^uno spigolo deUa pinmide fon- 
danientalc, qunnto di trovaro, r.:cd:Jii:e lo s\-iIuppo di A i valori degli invariand si- 
multanei di (^, e ([), ; Obser\-an Jo cho due verdci della piramide fondamentale hanoQ 
per imagini in ' due coiiiche :nvolu:oric e sono tali che dascuno sta suUa quadiici 

polare dell'altro rispctto a 3/] . il risiiliato ottenuto si pu6 enundare generalmente 
cosi : Si due punti di R^ jUkhc iiij^unj suila quisdri^a polare delValtro rispetto a 

M\y qutsU due quadrichc pcldfi /;j^r;.' qu»:::rc di^li invaridnli simultanci nullu — A 

proposito delle quadrichc polari rispc:to ad M\ enundamo ancora queste altre pro- 

prietii: la quadrica polar e di c^ni pu*:to P Ji F^ i un cono di ter^a specie, che ha 

per punti doppi i punti dd piano tan^cKtc in Pa F^', le quadriche polari dei punti 

di una retta di M\ Jcrmano un fascio di ani di seconda specie, il quale contitne due, 
uno, nessuno cono di ttr:^a spuii; h ijiaiJriche polar i dei punti di un piano, conte» 

nentc una conica di F\ , fcrniano una rete di coni di Siconda specie, la quale contiene 
una seMplice infmitu (jicn limarc) di ccni di tir^a specie; ccc. 



SUL GRUPPO SEMPUCE DI 360 COLUNEAZIONI PIANE. 1 99 

scambio dei coeffidend c\ s in c, s', il quale scambio non altera i ri- 
sultad sopra trovati per le Q* = o« 

L'equazione d'una quadrica qualunque della seconda sestupla rife- 
rita alia prima piramide, si otdene moldplicando le j2i P^^ ^^ coordi- 
nate (83) d'un vertice della seconda piramide e sommando. Cosl si 
trova, che la polare del vertice rappresentadvo della conica (i') di tt, 
ha per equazione 

(84) o\?, + /: + ^ + /J + /; + /•) 

• 

la quale risulta simmetrica nelle J, come si poteva prevedere. Invero 
essa deve essere inalterata dal gruppo icosaedrico di collineazioni, che 
lasda fermo il vertice rappresentativo della conica (i') in tt, e questo 
gruppo icosaedrico coincide, come si 6 awertito al n^ 36, con un 
gruppo di Serret di permutazioni tra le /,, /,, /,, /^, /j, Z^; inoltre 
h noto che, fra le fimzioni di 2^ grado di sei variabilis soltanto quelle 
simmetriclie sono inalterate da un gruppo di, Serret. Le equa^oni 
ddUie altre cinque quadriche invece non sono piCi simmetriche nelle I, 
esse si deducono subito dalla precedente colle sostituzioni T, Z T, Z^ T, 

2? r, Z' T. 

(Conixnua) 



Palermo, gennajo 1899. 



F. Gerbaldi. 
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SULLE RETI SOVRABBONDANTI DI CURVE PIANE 



DI GENERE 2. 



Nou di M. de FranohiSf in Palermo. 



Adunanza del la fcbbrajo 1899. 



In una Nota pubblicata net tome I di questi Rendiconti (*), ii 
prof. Martinetti s'occupa delb riduzione all'ordine minimo delle red 
sovrabbondand di curve plane di gcnere 2. Nell'occuparmi di quesdoni 
analoghe, in quesd uldmi tempi, mi sono imbattuto in una rete sovrab- 
bondante di curve del 5** ordine di genere 2, d'ordine minimo, non 
contenuta nei dpi assegnad dal sig. Martinetti. Tale rete d cosd- 
tuita dalle curve del 5° ordine dotate d'un punto base triplo A ed uno 
doppio By ad esso infinitamente vicino, le quali inoltre si toccano nd 
punto Ay secondo un contatto di 10^ ordine, lungo un ramo lineare 
e di 2* classe (non contenente JB). 

La costruzione piji generale di una tal rete s'otdene considerando 
una curva C^ , del 5^ ordine, dotata d'un punto A triplo ed ivi di tre 
rami lineari, dei quali due si tocchino ivi semplicemente, ed il rima- 
nente (che non tocca gli altri due) sia di 2* dasse (do£ present! un'in- 

(*) Martinetti: Sopra alcuni sisUmi lifutari di curvit piafu oUgthricht di 
gcfurt 2 (questi Readicoati, t I, pag. 205). 
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flessione in A) {*). Detta / la tangente a tal ramo, la rete predetta t 
quella individuata dalla curva-Cj e dal fascio riducibile la cui curva 
generica si compone della retta / contata 4 volte e d'una qualsiasi retta 
passante per A. 

La ragione deli'omissione di tal rete nella Nota citata si troveri 
leggendo ivi il ragionamento del n° 2. 

Torna qui accondo fare osservare che, dietro la discussione che 
si trova nella' mia Nota : Riduxione dei fasci di curve plane di genere 2 (**) 
(vedasi spedalmente il d** i, dve disdiitdhSi i sistemi con singolariti 
superiori), si pu6 era asserire che non esistono reti sovrahhondanti di 
curve plane di gtnert i fe qUali Hon pvssaho ridursi^ con trasformaxioni 
Cremoniane del piano, al tipo predeiio ovvero ad una dei tipi trovati 
dal sig. Martinetiii 



Palenno, la febbrajo 1899. 



M. Ds Franchis, 



(^ Sc, adoperando coordinate proiettive, si pone il punto triple A nel punto 
(by 6, t) e s! assume il kio jcj = o come tangente comune ai due rami toccantisi 
in i< ed il lato x, = o come ungente all'ulteriore ramo (di 2* classe), la equazione 

o^ /i(*i > «a ) cd /j (x, , *i ) sono forme binarie, rispettivamente di a** e 5** grado, 

C*) Qpcsti Rendiconti, t XIII, pp. 1-27. 
JUvi Cfr^ Mtfkm.^ t Xm, parte i%— Stampato U 27 aprile 18^^. a$ 
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SUR LA DllTERMINATIOX DE LA SURFACE 



D'UNE PISTE DE VfiLODROME (*); 
par M. C. Bourlet, i Paris. 



AJunanza del 26 marxo 1S99. 



I. Le problteie dc la d<Jtermination de la surface d*une piste de 
velodrome, dans un \irage, pcut s'cnoncer de la fa^on suivante : 

« Trouver unc surface telle, qu'en chacun de ses points, il existe 
« unj relation donnh entre la pjntc dii plan tangent et le rayon de 
« courbure de la ligne de niveau qui passe en ce point ». 

Pour achevcr de determiner la surface, on Fastrdnt d passer 
par une ligne de niveau donnee A I'avance, qu'on appelle la ligne 
de foi (-). 

Prenons trois axes de coordonn6es rectangulaires, le plan :^ox 
6tant horizontal. Si on design e, com me de coutume, par />, q; r, s, t 

les di-rivtes partieUes _ , ^; — '^, _-J^, ^, b pente u du plan 



(*) Ce m6nioire fait partie d'un travail sur la Bicj'clette, couronn6 par I'Aca- 
dcniie des Sciences de Paris (Prix F o u r n e y r o n, 1898), et dont une autre portion 
a paru dans le Bull, dc la Soc. Math, dj France (1899). 

(•*) Consulter : Bourlet, Kcuvcau IWaiU dcs Bicycles ct BicycUttes, £oui- 
librc ct Direction, chap. Ill, 
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tangent en un point x, _)', :(, de la surface est: 



u = 



Disignons par R le rayon de courbure de la ligne de niveau qui 
passe en ce point, on a : 



R = 



(y^T?) 



Si done il existe entre la pente w et la rayon R une relation 
donn6e i Tavance 

la surface cherchie verifiera Tcquation aux dirivtes particlles du second 
ordre : 



l^-J 



Le probleme en question revient done i trouver une surface intA- 
grale de Tiquation (2), passant par une ligne de niveau donnte. 

2. U^quation (2) est une Equation de Monge et d'Amp^re 
dans laquelle les deux systenics de caracteristiques sont confondus. 

Uunique systeme de caracteristiques est defini par les Equations 
aux diff^rentielles totales suivantes : 



(3) 



dy = 0, dz^=^ pdxj 



(l/r+7fdx-?(k^)# = o. 



n admet I'int^grale premiere 
(4) y = constante, 

qui prouve que les caracteristiques sont des lignes de niveau. 
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Ce fai: Ct:::: r re^ut tr\ident, d'aprcs la dcfimdon gtomfaique de 
ces surfaces. 

Dans Ic cas ;:cncral, rint-rgrale (4) esc la seule combiiiaison 'mxi- 
grallL' dt'i cijuaricns (3). 

]ln ctfjty b dirrnicTi: dcs equations (3) ne contenapt que dx et dp^ 
pour 411M cxistc uni: coirbinaison int^able nouvdle, £iut et il su£5t 
que ccttc equation so:: integrabk et, par suite, ne contienne pas q. 
Cec*. exigc alors que Ton ait 

a ctant uric constants. 

Dans ce cas, commc on salt, Tintegration de r^uation (2) se 
fait sans quadratures (*). 

Geomitriquemcnt c'est evident, car, alors, on a: 

Toutes les li.;nes de niveau sont des cerdes de meme rayon a; 
et les surfaces cherch^x-s sont toutes celles qui sont engendr£es par 
un cercL' de rayon invariable qui se nieut de fa^n que son plan reste 
parallele i un plan fixe. 

I:n fait, dans le probl^e qui nous int^esse, R n'est pas constant, 
car on a : 

. . K [i - uf] 

K ct f tfcint deux constantes (**). 

On en conclut que Tintigration de I'equation (2) n*est pas posr 
sible par la ni6cliode de Monge et d'Amp^re, puisqu'on ne connait 
i\\.i'uNC sctile conibinaison int6grable des equations diffltrentielles des 
caractcristiqucs. 



(*) Voir, par excmplc: Goursat, Lemons sur VinUgration tUs iquations aux 
difivhi puttiillci du second otdrc, t. I, w* 37 di 39. 
(*•; Voir : B o u r 1 c t, loc. du, page 132, 
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3. £tant donn^ une ^uation aux diriv6es partielles du second 
ordre, on salt qUe si on considife une coutbe quelconque C et une 
d^'eloppable D drconscrite i cette courbe, il existe, en giniral, une 
int^ale et une seule, passant par C e| tang^nte, en tous les points 
de cette courbe, i, la diveloppable D (*). 

Dans le cas actuel nous astreignons la surface i, la seule condition 
de passer par une ligne de niveau denude; il semble done que le pro- 
hiimQ n'est pas d^termin^. 

II Test, cependant, ef ^la tie^if i ce que la courbe que nous nous 
donnons, est une carfict^ristique. 

Lorsqu'en effet une Equation aux d^riv^es partielles a ses deux 
systtoes de cajract^ristiques confondus, et qu'on se propose de trouvef 
une int^grale passant pgr une cour^ caract6ristique, les r&ultat^ g^. 
n^aux tombent en difaut (**). 

II nous faut done fairis un examen special de notre cas. 

f (u) n'etant pas une constants F^uadon (2) pent £tre r^solue 
par rapport i q et mise sous la forme : 

(4) q = K^ py 

Soient 

les &iuations de la ligne de foi. II s'agit de prpuver que T^quation (4) 
n'admet qu'une sede int6grale qui, pour >' = o, se rWuise i f(x). 

Or, cette intigrale, si elle existe, sera donnte par une s^rie de 
la forme: 

C5) ^=/W + 3^/.W-f--f/aW+...+-^/.W+... 



et on a: 



'■'-Hjfh 



O Goursat, loc. clt., no* 16 k 18. 
(••) Goursat, loc dt, n** 88. 
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La connaissancc de /(x) nous fait connaitre toutes les derivto de 
^, prises uniquement par rapport i x, pour ^ = o; car on a : 






Si, alors, dans I'^quadon (2), ncus faisons ^ = o, nous avons 



/.«=4^. -^^^j. 



qui nous fournit f^ (x). On en deduit les valeurs dc toates Ics derivte 
dc :^f contenant unc seulc fois y, pour ^ = o; car on a : 






Prcnons, alors, les d6riv6es des deux membres de l'£quation (4) 
par rapport A y ct faisons y = o^ nous avons, dans le premier membra, 
/j(x) et dans le second, des deriv&s par rapport i x seulement, ou 
contenant una seule fois y. Nous avons ainsi /,(x) en fonction dc 
/(x), /, (x) et leurs d6riv6es. 

En prcnant une seconde fois la dirivte de I'^quation (4) par 
rapport i y et faisant }' = o, on aura /jCx), connaissant /(x), /,(x), 
/j(x); et ainsi de suite, de proche en proche. 

Les fonctions /, (x), /, (x), . . . /, (x), . . . sont done parfaitement 
ditermintes des qu'on connait /(x). 

Si done il existe une surface integrale, passant par la caracUrisHque 

y = o, ^ = /(x), 

il en existe une seule, 

4. Conime nous venons dc le voir, nous ne savons pas int^er 
Tequation (2) dans le cas general, ou h ligne de foi donn^ est quel- 
conquc. Mais si nous nous donnons une ligne de foi particuIiSre, le 
problenie pourra Ctrc soluble dans certains cas. 
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En void un exemple qui se pr&ente dans la pratique. 

Cherchons la surface intigrale qui passe par un cercle donrU dans 
le plan des :^x. 

Pour cela, nous chercherons s'il existe une surface intigrale dont 
toutes les lignes de niveau sont des cercles. 

Si une telle surface existe, tout le long d'une ligne de niveau le 
plan tangent aura une pente constante; nous sommes done amends i 
chercher les caractiristiques qui v^rifient une relation de la forme 

1 

En vertu des Equations (3), chacune de ces caractiristiques viri- 
fiera un syst^e de la forme: 

d.-o dx- '•>-)-^^- dz - ^^MP. 



1 



avec 



Ce syst&ne s'intdgre imm&liatement. 
Pour faire aistoent le calcul, posons : 

"k £tant une variable auxiUaire; on en tire, de suite: 



a cos X ' 



* = <p(a)sin^ + x„, 

^= — (p(a)cosX + :C,, 
x^t y^> ?9 ^tant des constantes arbitraires. 



2o8 
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Pour avoir une surface int^rale, r^pondant aux ^ndidgns 6noncte| 
il faut et il suffit qu'on puisse determiner x^^ y^^ ^^ ea foilcdon de «, 
de fa^on que la relation 

d;( =pdx -{- qdy 

solt identiqucment vcrifiie. 

En portant les valeuis de x, y^ :(, p^ q dans cette relation^ on 
trouve qu'on doit avoir, identiquement : 



dx^ . dr^ , 

-j-^ sin 9 7^ cos 9 + 






ce qu'on v&ifie en prenant x^ et x^ constants 



^0=^1 



to = ^i 



et 






^9 

3^- 



Soit, alors, <^(x') une foncdon telle que I'on ait: 



on aura: 



b 6tant une constante arbitraire. 

Fiualemetit, ioutcs les surfaces chtrchies soni donnits par Us Equations 



(6) 



X — a = (f (a) sin \ 

y — t = ^(a) — a9(a), 

;C — c = — 9(*)cos>, 
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oik 

(7) ^(a)= U^%)da. 

n restera i choisir les trois constantes a, by c de fa^on que la 
sur&ce passe par le cerde donn6 dans ie plan des ^x. 

Les sur&ces reprisent^ par les ^uations (6) sont de revolution 
autour d'un axe vertical, ce qui itait i, privoir. 

En prenant 

9(a) = ^(^-/^) 

on retrouve la solution pratique que j'ai donn6e dans mon Nouvcau 
Train des Bicycles et Bicyclettes [1^' volume, fiquilibre et Direction, 
pages 156 i 160]. 



Paris, ftvrier 1899. 



C. BOURLBT. 



JI^imL CiTf, IMm,^ t Xm, parte i%— Stampato 3 29 aprile 1899. ^7 
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NOTE ON THE CONTACT TRKtiSeORMJttiakS 



4 



OF DEVEEOPABLE Sbi&. 



«UC 



^ E. 9, UUii, of UmaU (^ jciitj, </. & /^. 



In die fifth (1891) vdume of die RetidkoffH dd Grcolo MaUma- 
tko di Palermo, Prof. G. Vivanti has derived a family of contaa 
transforxnadons which can be generalized in die following manner. 

According to the fundamental theorem of Lie's theory of contaa 
transformations die rebdons 

[P„Z] = pP„ [P„X;] P9«0 

where 

(i\ ill — ^JLt,^ — f jt 



' • r 
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Ztt 



are the necessary and sufficient conditions that. the. zn-|-.i. equation 

define a contact transformation between the variables :(, x, , . . . , x^ , 
/>, , •••>/>, ^uid the variables :(', x', , . . . , x^^ p\i . - • , />^. 

It is proposed to seek those contact transformatioi^s which leave 
the partial di&rential equation of the second order 



(5) 



Pt,\ y Pt,t > • • • > Pi,« 

Pt,\ 9 Pt,t > • • • > P»,n 



Pn,l 9 Pn,M 9 



Fn,* 



' > tuM 



= 0, 



invariant. 
Putting 



FC0 = F,,+/>,F^ + 2;pwi'^;, 



e«) 



;-« 






^ • . ; 



and 



(7) 



X(0 Y(0 y(«) 

I 9 '**| > • • • > -^l 

'*^» 9 "^n 9 • • • 9 '^u 



t — I| • • • I II 



— V QA, , ..A^ , • • • ) -A^^) 



'we have 



C8) 



P P P 

P P P 



P P P 
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by virtue of die identities 



(9) dZ^-^P.dX,, dP, = XP^^dX,. 



If the equation 



If 1,1 f P*^9 '"f P*J = o 



is to be invariant under tbe transformation (4) we must have arnut 
taneously tlie equation 

(10) \P^,u.P^.'',PJi = Oi 

but dds equation (9) is a consequence of the equation 

(11) ♦(?,,?.,..., PJ = oj 

then by expressing that diis last equation (11) is to be true for all 
values of the p. 's and as a consequence of the equation (5) we 
obtain equadons of condition necessary and sufficient for determining 
the forms of the functions defining the contsict transformations which 
we are seeking. 

For simplicity the reckoning ^ill be carried through in four va- 
riables ly^, X, , X, , X,. The steps m.ade are capable of immediate extension 
to the case n -|- i variables. 

We have then to expand the form 

(12) ^iP,,P,,P,y; 

putting for bre\ity 

(13) »; = T7 + i';^' 0/^ = ^' 



dx.^^'d',' ^-'^ dp^ 



ii» fonu {12) becomes 
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(14) 



1(0. (2), i3)\Mp^, p,, />,) + 1(0, (0, 3l-(/'.. A» - /»?.) 

+ \h (2), (3)\-(p»P„ -i>:,)+ 1(0. 2. (3)\-(p„P„ -Pi) 

+ [!(0, (2), 2| + |(1), 3, (3)l](/'»P.,-A.A,) + [li, (0, (2)1 

+ l(2).(3), 3\\(p.^„-pM + [\hii), (3)1 + 1(2), 2, (3)i](/'„P„-/'.,P„) 

+ 1(0. 2, 3IP..+ li, (2). 3\P» + li. 2, (S)!/*,, + [|i, (0, (3)1 + 1(2), 2, 3l]p., 

+ [|i, 2, (2)1 + |i, (3), 3|]p., + [|i, 2, (1)1 + 1(3), 2, 3l]p,. + |i, 2, 3I, 

where 



(15) 



1(0. (2). 3I = 



(11) (12) 13 
(21) (22) 23 

(3O (32) 33 



The expression (14) is to be identically zero hence we have 



(16) 



A = 1(1), (2), (3)1 ^ o 



(17) 1(0. (2). 3l = o> |i, (2), (3)1 = 0, 1(1), 2, (3)1 = o. 



(18) 



1(0. (2). 2;-}-i(o. 3, (3)1 = 0, |i, (0, (2)1 + 1(2), (3), 3I = o, 

U. (0, (3)1 + 1(2), 2,(3)1 = 0, 



(19) 1(1), 2, 3I = O, |l,(2), 3l = 0, |l, 2,(3)1 = 0, |l, 2, 3| = 0, 



(20) 



II. (l). 3I + 1(2). 2, 3I = O, jl, 2, (2)1 + jl, (3), 3| = O, 

|l, 2, (l)| + 1(3), 2, 3I = O. 



The functions P, , P, , P. to be capable of assbtng in defining 
a contaa transformation must satisfy the relations 



(21) 



[P,,PJ = o, [P,,P,] = o, [P,,P.] = o, 



according to Lie's fundamental theorem expressed in (i). 
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The devdopment of rfiese rdatioiis (ai) gives 

;(II), 21 ; + 1(12), 22i + 1(13), 23I = O, 
(22) ;(2I), 31! + :(22). 32: + 1(23), 331 = 0, 

1(31), "! + l(3aX.i»l+.K33), 15I-0. 

It is easy to verify that this last system of equations leads-tt>llie 
following 

Ki).(2).2H-l(i),(3),3l=o, K»X(2),ilH-l(3).(»).3l = o, 

l(i).(3Vi| + KA(3X»l = o. 

By noting die equations 

Ko,a).*i+iO),(a*i=o, .... 

the equations (17), (18) and (23) give 

(24) 1(0, (2), 1=0, (2), (3), i; = o, 1(3), (1), il = o, 

(25) (iX (2), r — o, .(2), (3), 2; = o, 1(3), (i), 2| = o, 

(26) (0. (2). 3 = 0, 1(2), (3). 3i = o. 1(3), (I). .31 == o. 
The equations (24) are equivalent to the amultaneous system 

[13] II + [23)21 4- [33] 31 = 0, 

(27) [l2]ll+[22]2l4-[32]31=0, 

[H]ll + [2l]21 +[ji]3i=o, 

where [13] is tho ir.inor ot" (1), (2), (3) corresponding to the de- 
ment (13). 
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But mAoor 

IW, E4 [3]l = 1(1), (2), (3)1% 

and 

i(i), (2), (3)1 ^ o, 

we have from (27) and from the simultaneous systems equivalent to 
the equations (25) and (a^)r respectively, 

»< = (>; 2i=:0, 3^ = 0; 

(28) tl = 6, 2i as: 0; 3i =5 OJ 

1^=0, 23 = 0, 3J=o- 
By applying &e iftdthod of Mayer to the dompFete system 

(29) 11=0, 12 = 0, 13 = 0, 
we fincf the four disdnct mtegrafes 

(30) ^=XPiXi — ty />.,?,,/>,; 

hence, if 9 is any arbitrary function 

Similarly 

(32) P, = 4^(t, A , />. , p,l P, = x(t, i>. , A . i^,)- 

The remaining equa&ns of the systeift (1) furnish the lileans of 
determining the forms of the functions Z, X^ , X^ , Xy 
Put for brevity 

y_^d^ f c^ y uZ 

^ -t- J). 3^ — 11, . . • , ^p— K^i), . . . , 
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then taking account of the equations (28} we have from (x) 

[P., XJ=(ii)21 + (i2)22 + (13)23 = 0, 
(34) [P, , X,] = (2 1 ) 31 + (22) 32 + (22) 33 = 0, 
[P„X.] = (3i)ll + (32)12 + (33)13 = o; 

[X.,PJ=.(2I)11 + (22)12 + (23)13 = 0, 

(iS) [X„ P,] = (3i)21 + (32)22 + (33)23 = o, 
[X,,P.]t=(ii)31 + (i2)32 + (i3)33 = o; 

[X, , XJ = 1(11), 211 + 1(12), 22| + 1(13), 231 = o, 

(36) [X, , XJ = 1(21), 311 + 1(22), 32! + 1(23), 331 = o. 
[X, , X.] = 1(31), 111 + 1(32), 12| + 1(33), 13| = o; 

[X. , Z\ = (ll)Z.-llZ(.)+(12)Z,-12Z,.,-K13)Z,-lSZt„= 

(37) [X„ Z] = (21)Z.-21Z(.j+(22)Z,-22Zj.,-K23)Z,-23Z^„= 
[X„ Z] = (31)Z.-31Z(,)-K32)Z,-32Z(.,+(33)Z,-33Z<„= 

[P., X.] = (ii)ll + (i2)12'+(i3)13 = p, 

(38) [P., XJ = (2i)21 + (22)22 + (23)23 = p, 
[P„X,] = (3i)31 + (32)32 + (33)33 = p; 

[P.,Z] = (ii)Z. + (i2)Z, + (i3)Z, = pP., 

(39) [P.,Z] = (2l)Z.+(22)Z. + (23)Z, = pP., 

[P„ZJ = (3i)Z. + (32)Z. + (33)Z, = pP,. 
The solution of equations (39) yields 

(40) AZ.=p|P„(2),(3)|, AZ, = p;(l), P„ (3)1, AZ, = pl(l),(2),P,|; 
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firom the equations (34), (35) and (38) we h^ve 

« 

(41) i)(ii)=p[ll], D(i2) = p[12], ...,D(33) = p[33], 

in ivhich [11] is the minor corresponding to the element 11 of the 
determinant 



(4^) 



D = 



11, 12, 13 
21, 22, 23 
81, 82, 88 



sabsthating the values (41) in the determinant 4, the latter becomes 

(43) A = -gj |[11], [22], [33]| = ^ 111, 22, 88r = ^ ; 

bence 

(44) p*(ii) = A[ll], p'(i2) = A[12], ...,p'(33) = A[33]; 

the sobstitation of diese values in (40) gives 

Z. = -^]P, , [22], [33]| = -i-IP., [22], [33]I 

^ •P.{[ll]| + fJ[21]} + Psi[31]} 

D 



(45) 



= P.11 + P,21 + P,31, 
Z, = P.12 + P,22-f-P,82, 
Z, = P.13 + P.28 + P,33. 



K Aese values of Z, , Z, , Z, be put in the equations (37) we 
have, after an easy reduction that takes account of the equations (36) 

Z(., = P.(11) + P.(21) + P,(31), 
(46) Z„ = P.(12) + P,(22) + P,(32), 

Z(„ == P.(18) + P,(28) + P,(33). 

Raid, Ore, MaUm.f x, Xm, parte x*.— Stampato il i^ maggio 1899. 28 
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In order to find the form of the function Z it is found con- 
venient to assume it in the form 



(47) Z = ±P,X,-T, 

where T is an unknown function to be determined. 

Differentiating (47) and observing again the equations (28) we find 

Z. = ll?, + 21P, + 31P,-r.. 

(48) Z. = 12P. + 22P. + 32P, - r„ 

Z, = 13 P. + 23P. + 33P, — r,; 

Z(.,=llP.+21P.+31P,+(ll)X.+(21)j;+(Sl)X,-r,.^ 

(49) Z^., = 12P.+22P. + 32P, + (12VY.+C22)X.+(32)X, -Tj.^ 
Z(„=13P.+23P.+33P,+(13)X.+(23)^+(33)X,-rp^ 

where Ae subscripts of the X 's and P *s are ordinary subscripts 
while those of T have die rr.eanin; cv^a vo those of Z in the for- 
mulae (;;). 

The vvn^^^rison of (xS^ mi f 40) wiA (45) and (46) respecti- 
ve! v c.vc:> tlx* toy.ONv::;: >\-scjr.: cf e;,iidoas for tlie function T: 

(>-o) r, = 0. r, = 0, r, = 05 

r . ^ :\v X - cir x -:- (3i)x,. 

^Y '^c^-i?-; rv .\^-Xv^: --^r^rr ,'5:'' '^e hive finallv 



v^^^ 



\ '^ \ . • — ^ • * * ♦ V 

^^ » ■ • • • • * J' 
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then 



(53) 



(54) 



2=XPiX,-t^c:,p,,p,,p,) 



izml 



= 9X. + 4.X, + xX,-a,. 



To determine the forms of the functions X, , X, , X, we remark 
in the first place that the expanded form of tlie equations (34) is 



(55) 



dp. 



ax._j_^ax. 



dx. 



di 



dP.\dX dX, 



dK 



+ 



dps 



ax dx. 



dx. 



= 0, 



or, by nodng that we have put 



and that the P 's have been found to have the forms given by the 
formulae (31) and (32), 



(56) 



(*. ?c + ?*.) j^ + (*. 9t + 9h) j^- + (*, ?c + ?*,) ^ 



d X 

This partial differential equation is equivalent to the simultaneous 
system 



dx. 



dx^ 



dx. 



(57) 






dt 



dX. 



(/'.*.+/',*.+ 1*, *,) ?c + P, ??. + />. 9h -\- P, fPi 



Four of die seven int^als of this system can be written at 
once, namely, 



(58) 



^tiPiy P,* Py 
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By mulripK-ing the first seven members of the system boA nmne* 
rator and denominator by x, , x, , Jf, , />, , ^a , />j > — i> respectively, 
and adding we find 

(59) -^ ; 

hence ^ is another integral of the system. 

By introducing die integrals already found in the system com- 
posed of the fourth, fifth and sixth members of the above system we 
have, on integrating the resulting system, the last two int^als 

(60) ,=£ilt±?'., , = f!iliL+i^. 

or 

(6i) -n = x,<ff, — x^^f,, « = *,?/, — «,?/,, 

according as the arbitrary function f does or does not contain C- 
Hence 

(62) X, = {t(2:, p,,p,,p,, -n, ff), 

\v'here |i is an arbitrary function. 

Similarly if v and X are arbitrary functions 

(63) x, = v(2:,/).,/.,,p,,e, t), 

(64) X, = l(C, ;>.,/»,,/>,, 5, p), 

where 

/•/:,^ ft — *' ^iddlh T — ^dddth A, -^ o 

(66) = x,<J»,, — x.t}'^., T = X, (1»^, — *, ij.^, , <|'5 = o. 



i^7) 



t ^1 Xe + Xti . _ *3 Xc + Xi'i ., _^ „ 

^ — ^ V -L ■/ » P — vvXv' X;5^o. 
^. X: + X/i ^j X; -r X/j 



(^S) 5 = A-.X/, - x,Xj, , t = x,xti~x^xt,, X; = o. 
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The functions Xy (jl, v ought to be silch as to satisfy the equations 
(.36) aad (53). It is easy to verify that if the seven functions X,., P,., Z 
satisfy the equations 

(28). (34). (38). (.45% (46), 
they also satisfy simultaneously the equations 

(36), (37), (39). 

Then the problem of finding the forms of the functions Z, X, , 
X^, X, corned to that of determining the functions ^, p^, v in such 
fonn that the equations (38) exist and of seeking a function Z related 
to the functions X., Z, P,. by the equations (45) and (46), that is, 
as we have seen, a function Z of such fbx*m that the function 



r=ip,x,-z 



satisfies the equations (50) and (51). 
If the functions 

5, ytj ft, p, ^y T 

be considered as functions of x^, p^, :(, we have 

81'=v^e,, + v^T;,, 32 = v^e,, + v^T,„ 33 = vee,, + v^T,,, 



(70) K., + p,K, = L, + p,K, = K.,+p,K, = o. 

Substituting the values (69) together with the following expres- 
sions for the (i/) 's 

(7O (")=^.?;+9/.> (i2)=-^.?;+?^a, •••. (33)=^,X;+X^,, 
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this result may be also established geometrically by observing that die 
equation (5) is that of all developable h yp c i si fa ces in a space of 
n -|- I dimensions. It may be further remarked diat in case the contaa 
transformations considered degenerate into point transformations the 
arbitrar}' point transformation Q must be projective. 



Princeton, New Jersey, U. S. A. 



E O. LOVBTT. 
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SULLA RICERCA DELLE FUNZIONI POU-ARMONICHE 

IN UN'AREA PIANA SEMPUCEMENTE CONNESSA 

PER DATE CONDIZIONI AL CONTORNO. 

Memom del Dr. Em ill o Al roans i, m Torino, 



Adtm*nM del 26 nurzo 1899. 



L 

I. H procedimento che ora esporr6 per integrare, in un'area piana 
semplicemente connessa, I'equazione differenziale A* = o, (*) quando 
al contorno si conosca il valore della funzione, e della sua dcrivata 
rispetto alia normale interna, permette di ottenere la funzione clie si 
cerca, espressa per mezzo d'integrali definid, ed ^ applicabile a tutte 
quelle aree, per le quali il parametro /(:()=/(x-}-i}') della rappre- 
sentazione conforme sul cerchio, ^ un polinomio. Di tal natura, come 
vedremo, 6 I'area racchiusa da una Lumaca di Pascal, che non passi 
per il suo polo. 

(^ Rappresento con A* , A^ , etc., i simboli opera tori A*A*,A*A*A*, etc 

I A* = 3— J 4" 3 — 2 )• ^ chiamo bi-armoniche, tri-armoniche, . . . , («)-armoniche, 
\ Ox O y / 

od anche pofi-armoniche d'ordine 2, 3, . . . , n, le funzioni regolari, in una data area, 

insieme alle loro derivate, e che soddisfano rispettivamente alle equazioni difTercn- 

liaH: A* = o, A^ = o, . . . , A** = o. 

Hmd, Grc Idnkm.^ t. Xin, parte (*. — Stampato il 2 mag^o 1899. 2^ 
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Con un procedimento analogo si potri anche integrare Fequaaone 
piCi generale A'" = o, conoscendosi al contomo il valore della fiui- 
zione, e delle sue derivate normali dd priini n — i ordinL 

Questo metodo d'integrazione d basato sopra alcune proprieti deUe 
funzioni poli-armoniche, che ho dimostrato in altra mia Memoria (*), 
e che qui ricordo brevemente. 

2. Se u £ una funzione armonica in un'area 9, semplicemente con- 
nessfily i ctd punti siano riferiti ad un sistema di coordinate ortc^nali 
Xj y, esiste sempre una funzione u^ , pure armonica nell'area 9, e legata 
alia precedente dall'equazione : 

(i) 'T-^ = U. 

^ ' ox 

Consideriamo infatti le due equazioni : 

Esse, nell'area 9, definiscono (a meno di una costante}, una nuova 
funzione armonica u'y coniugata della u. In virtd della prima di queste 
fbrmulej potremo porre: 

^ dx' "" dy' 

essendo u^ un'altra funzione, regolare nell'area 9. Dalla seconda delle 
fomiule (2) si deduce che la funzione u^ & armonica. Resta cosi di- 
mostrata I'esistenza di una funzione 1/, , armonica nell'area 0| e che 
soddisfa all'equazione (i). 

Analogamente, esisterd una funzione armonica u^^ legata alia h, 
dalla formula : 

dx ~^'' 



(*} SulVinUgra\%ctu ddVeqtui^ione diffcrcn^JiaU A^** = o, Aunali di Matcma- 
tica, Tomo II» Scrie III, 18^8. 
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alia M dalla formula : 






In generale, data la funzione armonica Uy esisterd una funzione 
armooica u^, , che soddisfa all'equazione : 

G6 premesso, si vuol dimostrare che qualunque funzione f7, (n)-ar- 
moirica ndl'area (t, si pu6 rappresentare con n funzioni armoniche 

mediante la formula: 

U= x'^'u^, + x-^tt^, + ... + xa, + tt,. (♦) 
Poniamo: 

^ssendo a^, una funzione armonica, che potremo scegliere ad arbitrio, 

^ CJ' una funzione da determinarsi. La funzione x""' tt^_, 6 (n)-ar- 

D^onica, come in generale qualunque funzione ottenuta nioltiplicando 

i^iia. fimzione armonica, per un polinomio p(xy y) di grado n — i. 

Es^;uendo suU'equazione (3) I'operazione A***''* , si ottiene : 

* 



(^ Una formola di un tipo pid generale* riguardo ai coeffidenti delle funzioni 
^^^^^^che, che qui ho supposto uguali a potenze della x, si trova diraostrata , per 
^^***>«U di tre vaiiabiU, nella Memoria che dto avand. Ma la via che seguo per ot- 
^'^^^» mi obhfiga a £are, sulla natura del campo in cui 6 definita la funzione Uf 
'^trizione che si pu6 evitare. 
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rr;t A t zz, coeSdens cosanne, chc valc2*^(ii — i)(ii — 2) ...2.1. 
Indichfaxno con u la fuazxone annonica —j- A^*"" 17, e prendiamo la 
funzione annonica u^^ in niodo che soddisfi all'equaaoae : 



ciu che abbiamo \isto potersi seinpre fare. L'equazkme (4) 

vale a dire che la funzione U' dovra essere (« — i}-annoiiica. 
Con una formula analoga alia (3) potremo porre: 



£7' = x^'u^,+ IT', 

essendo u^_^ una nuova fun^one annonica, ed V una funzione 
(n — 2)-armonica. Sari dunque : 



Proseguendo cosl arriveremo finalmentc alia formula 

in cui tutte le funzioni w^^, tt^,* •••>^i> ^o> saranno armoniche: ci6 
che appunto si voleva dimostrare. 

In particolare, entro un'area piana semplicemente connessa, una fun- 
zione bi-armonica U si potri sempre rappresentare con due funzioni 
armoniche u^/u^i ponendo : 



U=xu^^u^ 



o* 



3. Una funzione £7, («)-armonica in un'area semplicemente con- 
ncssa, si pu6 anchc rappresentare con n funzioni armoniche v , v , 
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^a > • • • > v«-, mediante la formula : 
dalla quale si passa £adlmente all'altra : 



(5) t7= «,^ + (r' _ iX + (r' - lyi^a + ... + (r' - iy^"-^^«;, 



II— I > 



le «;,, , «/, , tt/^ , ... tt/^j , essendo nuove funzioni armoniche. 

In un'area drcolare, nel cui centro si trovi Torigine delle coordi- 
nate, i evidente che qualunque funzione (n)-armonica U pu6 mettersi 
sotto questa forma. Infatd si potranno sempre determinare le funzioni 
armoniche w^y u/^ , w^y . . . , w^_^ , in modo che al contorno la fun- 
zione Uy e le sue derivate normali dei primi n — i ordini, assumano 
valori dad ad arbitrio. 

£ predsamente in questo caso che noi faremo uso della formola (5). 

4. Se t; & una funzione armonica nell'area (x, anche la funzione : 

ove b^ rappresenta una costante, i armonica nell'area 9. 

Inversamente, data la fimzione armonica v^ si pu6 sempre trovare 
una funzione, pure armonica, v'y legata ad essa dalla formula (6). Os- 
serviamo in&tti che questa formula puo anche scriversi: 

(7) "^ dT = ^' "" *'• 

Supponiamo che Forigine delle coordinate si trovi nell'intemo dell'area 
a, e che ogni retta uscente dall'origine tagli il suo contorno in un sol 
punto. Una funzione definita in tutta I'area a, e che soddisfa all'equa- 
zione (7), si avri allora ponendo : 



^'= riLzii.j,. 
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E se per b costmte h^ si prende 3 valore cfae assume o. nelTori^ne 
delle coordinate b funzione v'j cosi definita, sari regolare m ogns punto 
di 9. Essa poi soddisfa, come c fadle verificire, all'equazkme A' = o. £ 
dunque una funzione anr.onica : e si potrebbe ancbe dimostrare che 
nessun'altra funzione armonica verifica requaaioiie (7). 

Se b funzione i\ c un polinomio, b funzione v^ sari un poU- 
nomio dello stesso grado. 

Ora supponiamo che b funzione t;, sb la derivata rispetto ad x 
delb funzione annonica v. Si avri, per b fonnub (6): 





dv 
dx 


dtr' , 

V -I- 

dx ' 


a*' 

y-dy 


+v 


Poniamo 


inoltre : 










dv 
dy 


dv' 


dv' 
Ux 


i 



(8) 



essendo h^ una funzione da detenninarsL 

Derivando b prima delle equazioni (8) rispetto ad x^ la seconda 

d h 
rispetto ad y^ e sommando, si trova : -^ = o. Invece derivando b 

prima rispetto ad y^ b seconda rispetto ad x, e sottraendo, si otde- 

ne : -^-* = o. La fc^ c dunque essa pure una costante. 
ox 

Abbbmo cosi rappresentate le derivate prime delb funzione armo- 
nica Vj mcdbnte le derivate prime di un'altra funzicme annonica 1/, e 
le due costand /;, , h^. 

In particolare, le derivate prime di un polinomio armonico q(jCy j)y 
potremo rappresentarlc per mezzo delle derivate prime di un altro po- 
linomio am^.onico q'^x^ y\ e due costanti c,, c^, ponendo: 



(9) 



f ^_ 

a;~ 



dx^y dy ^ " 



d^' dq' , 



dx 
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E S6 il polinomio q & dx grado m, il polinomio q' sari (U grado m — i. 
Vedremo nei capitoli successivi Tutiliti di queste formule, in rap- 
porto ai proUemi dd quali ci occupiamo. 



n. 



5. Sia or' un'area piana, semplicemente connessa. Riferiti i suoi 
puntt ad un sistema di coordinate ortogonali x', y\ supponiamo che 
nelie formule 



(10) 






le quali danno la rappresentazione conforme dell'area or' sul cerchio or, 
di raggio i, appartenente al piano (xy), i secondi membri siano dei 
polinomi (annonid) di grado m. ConverrA poi supporre che il deter- 
minante fundonale 



D' = 



dx dy 

dx dy 



sia di£krente da o anche sul contorno dell'area a\ 

Diciamo U' la funzione armonica che si vuol determinare entro 
quest'area, conoscendosi al contorno il valore della funzione stessa, e 
della sua derivata rispetto aUa normale interna v'. 

Si tratta di far vedere come la funzione U' possa sempre ottenersi 
espressa per mezzo d'integrali definiti. • 

Perd6 rappresendamo la funzione bi-armonica U' con due funzioni 
armoniche u\ , u^ , ponendo : 

cr = x' «; + «;. 

Sieno 17, u, , u^, le fimzioni IT, u\y u^, espresse mediante le 
variatnli x, y. Si avri nd cerchio a dd piano (xy^ : 



(M) 



^ = ^,(*»>)». + »o- 
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Le funzioni u^(x, y\ u^{x^ y) saranno ancora annomcfac E poi- 
chc il polinotnio p^ (x, y)sih supposto di grado m, b fimzione U{xy j) 
sara (m -f* i)-armonica. Pcrcia si potri rappresentare con m -{* i ^uo- 
zioni annoniche, mediante la formula: 

I7=tt/„ + (r'-i)u/. + (r'-iyu;. + ... + (r»-i)-w.. 

chc scriveremo piu sempUcemente : 

(13) £7= tt,^ 4- (r- _ i),^, + (r- _ i)» ff', 

indicando con W la fuimone (jn — i )-armon]ca : 

«^a + (^ — 0«^3 + ••• + ('^ — 0""«'-- 

Supponiamo di esser riusdti, trasformando convenientemente Te- 

quazione (12), a porre la funzione U sotto questa forma. Come sul 

contorno dcll'area or' si conosce il valore di U\ e della sua derivata 

d V 
Qonnale ~^-t% <^si suUa drconferenza del cerchio o conosceremo 17, 

e la sua derivata nomiale •^— . Tenendo conto di quesd dati, ed osser- 

vando che il termine (r* — ^Y Wy sulla drconferenza del cerchio, si 
annulla insieme alia sua derivata normale, potremo determinare in 
tutto il cerchio 1 le due funrioni armoniche w^ , «;, , con un procedi- 
mento perfettamente analogo a quello che si seguirebbe per determi- 
nare, nclla stessa area, la funrionc bi-armonica a = w;^ -{- (r* — i) w, , 

conosccndosi al contorno il valore di u, e di -5— • Ma i valori asse- 

av 

gnati al contorno per la funzione C7, e per la sua derivata normaley 
*dctcrminano questa funzione in tutta I'area 9. In altri termini, la fun- 
zione, ancora incognita, W dovri essere completamente determinata, 
quando si conoscono le due funzioni w^^ w^. E se la relaaone che 
lep;a qucste funzioni risulteri talc che, nota la w;^ e la tt/^, a possa 
effcttivamcnte ricavare la Wy il problema sari risoluto. 
Si tratta dunque di trasformarc Pequazionc 

(14) ^ = Pi^i + %> 
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ove p^ rappresenta un polinomio armonico di grado m, in modo da 
riduria alia forma (13). 

6. Introdudamo una nuova funzione armonica v, ed un nuovo 
polinomio armonico q, legati rispettivamente alia funzione armonica u^ , 
e al polinomio armonico />, , dalle formule : 

dv da 

ax * ax ^^ 

La funzione v sari incognita, al pari della u^. II polinomio /)j essendo 
noto, il polinomio q sari noto, a meno di una funzione armonica 
della sola variabile y, ossia di una funzione lineare della y. Attribu- 
iamo, alle due costanti che vi compariscono, valori arbitrarii, in modo 
che il polinomio q risulti completamente determinato. 
La formula (14) diventeri: 

dxdx ' ®' 
od anche, aggiungendo e togliendo il termine 3^^- 

Tj_\dq dv^tdj dv l 1 f^ 9^ ^^ _ ^ ^^ 1 1 
~L^ dx'^dydyj'^ldxdx dydy'^'"'']' 



Ma la funzione — -^ -J^ ^r— i armonica, come si pu6 fadlmente 

dxdx dydy ^ 

verificare. Se dunque indichiamo con v^ la funzione armonica chiusa 
neila seconda parentesi, sari: 

Tj_dqdv dqdv 
^-dxdx^dydy^"^-' 

Abbiamo cosl la funzione U espressa mediante il polinomio armo- 
nico noto J, che i di grado w -{- i, e le due funzioni armoniche in- 
cognite v e v^. 

Scriveremo pid brevemente : 

05) U=F+v,, 

JUni. CifQ, Matcm.t t. XIII, parte (^.— Stampato U 2 ma^gio 1899. jo 
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ponendo: 
06) 
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y dqdv I dqdv 



Cerchiamo di trasformare questa espressione della funzione F, in 
modo da ridurla all'altra: 



(17) r=t;. + (x» + /)t;, + (*»+/yt», + ... + (x»+/)-t,_, 

le funzioni v, , v, , . . . , v.^, , essendo armoniche. Dopo dO sari 
fadle ottenere la fiuudone U sotto la forma voluta. 

Per fare questa trasforniazione ricotriamo alle formule (8) e (9) 
del ^ 4 : poniamo dod : 



dx 
dv 



.iX + y'^+K, 



dx 



dy 



dv' dv' , . 



^ 



dx 



^.1 — ^^ f. I ^ial 



dq 
dx 



= ^y.-+y'^ + c„ 



dx 



dy 



dy dy ^ dx 



+ c„ 



in cui I'' t una nuova funzione armonica, incognita come la v, e A^ , 
b^ souo costand, pure incognite : ^' d un polinomio armonico di grade 
triy noto a meno di una costante che non ha influenza, ^ ^x > ^2 ^^^ 
costand note. 

La formula (16) pu6 allora scriversi: 






-h(c,x- cj)Y^ + (c., + c^x)^ + fc.|i + fe.|i: 



c ponendo : 
(iS) 



y _ dq'dv' ■ dq'dv' 

'^' ~ di dx "*" a> dy' 



(ly) i-, = (.-,x - c,v)^^- + G-. V -I- c,x)-^ + fc.^ -I- ^,|i^ 
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si avri: 



r=(*« + /)r. + v 



Dal confronto della formula (i6) colla (i8), si vede che la fun- 
aone K, ha un'espressione perfettamente analoga alia F, salvocb^ in 
essa comparisce la funzione v', in luogo della v, e il polinomio q', che 
t di grado m, in luogo del polinomio q, che £ di grado m -|- i* 

Quanto alia funzione v, , essa ^ armonica, come fadlmente si 
verifica. 

Ora £iicdamo sulla funzione F, una trasformazione analoga a 
quella fatta sulla K, ponendo: 



\dv'_ 



(20) 



dx 



X 



dv" , dv" , ,, 



dx 



dy 



dj^ d> 



dv" dv" , .. 



dx 



dx 



= jf 






dx 






.// 



'^^^ — y-T — r^«- 



Si otterrd la formula: 



(*) 



f, = (.^ + ylK-\-v„ 



in cui sari 



(21) 



_ dq"dv" . dq"dv" 
»~" dx dx "^ dy dy ' 



(22) v, = (f. * - c\y)^ + (c.^r + c;*)^^ + ^'.-JJ + *'.|f • 

Le formole (^), (21) e (22), sono anal<^e alle (a), (18) e (19). H 
poUnomio q" t di grado m — i. La funzione v, £ armonica. 

Come abUamo operato suUe fimzioni V t V^, potremo operare 
sulla fimzione F,, che assumer^ la forma: 



(0 



K = (.^ + f)V^-\-^^, 



e cosi di seguito, finchi arriveremo alia formula: 



(23) 



^^. = (*' + /)^« + t;., 
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in cui sard : 

rappresentando f;^"^ una funzione armonica, e q^^ un pcJinomio anm>- 
nico del primo grado, le cui derivate prime rispetto ad x e ad jr sa- 
rannno dunque delle costand, che indicheremo con A c B. Perci6 la 
funzione F"" sard armonica, al pari delle funzioni v, » v, > - • • , v.- Per 
uniformitd di notazione indichiamola con t'.^,. La fonnula (24) diveo- 
teri allora : 

(25) x;_ = ^__ + B-^, 

e la (23): 

(0 y^ = 0^ + y>^^ + v,. 

Combinando le fonrsule (a\ (^b), (c), ..., (:^ a otdene: 
(26) F = x;. + (*' + /)'c/, + (x' + /yt;,+ ... + (x*+/)-i,_., 
la qud fonnula non e altro che la (17). 

7. Prima di andar piu oltre nella trasformazione deila fimzione 
Vy e necessario vedere sotto qual forma d presentano le funzioiii 
armoniche v, , v^ , v , . . . , v„_,. 

Riprendiamo I'espressione della funzione v^ , data dalla formula (19). 
Si aveva : 

Questa formula, ponendo: 

puo anche scriversi : 
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I clue polinomii \\ y (x'^ , sono armonid. II primo b interamente noto, 
Taltro contiene le due costanti incognite h^y h^. 

Ricordiamo che dopo aver ottenuta Tequazione J^=(^*+>*)J^x4~^x> 

in cui si aveva V. = -3- - -7 f- 3- - 3—, abbiamo trasformata la fun- 

ox ox oy oy 

dv' dv' 
zione F, , sostituendo a -^ — , -3—, le loro espressioni, date dalle for- 

muie (20), nelle quali figurano le derivate prime della fimzione v'\ 
Se lo stesso facdamo per la funzione v^ , si otterri : 

^'^^dy ^^dx ^^'' 

Ora £ fadle vedere che il secondo menibro di questa equazione 
pu6 ridursi idendco, nella forma, al secondo membro della (27). In- 
&tti, ossjervaado che si ha: 






potremmo porre: 



d* ^y dy ~ dx* 



dy ^ dx dy ' 



ove X^ sari un auovo polinomio armonico. Poniamo inoltre : 
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n polinomio armonico \i[ conterri le quattro costand incognite ft, , b^, 
b\y h\. 

La formula (27) diventeri allora: 

^''"" dy dx + dx d> "^'^'' 

Questa equazione ^ analoga alia (27). G)si dunque resta dimostrato 
che quanJo, per mezzo dcUe formule (20), si passa dalla fiinzione t/ 
alb funzione v'\ b funzione t;, conserva b forma primidva. 

Lo stesso avverri quando dalb funzione v'\ mediante formule 
analoghe alle (20), si passa successivamente alle funzioni v'",t/'^,...,t;'**, 
Onde arriveremo finalmente alb formub: 

^»"" dy "5F"*" dx dy '^^^ ' 

in cui >'"^ e f*'"* rappresenteranno dei polinomii armonid, il primo 
dci quali sari noto (a nieno di una costante che non ha influenza), 
Taltro contcrri le 2 m costand arbitrarie : 

(i9) K,h„h\,h; fc;-", fcl— '. 

Qucllo che si <i dcno per b funzione v^ , pu6 ripetersi per b fun- 
zione i\. Essa c data dalla formub (22), che, ponendo : 

potri scriversi : 

*'•"" dy dx ■*" dx dy "^ ^'' 

Di quesu fonr.ub si passeri successivamente ad altre, che conterranno 
Ic Jcrivatc prime JcUc funzioni ;•'", '."', ..., v"', rultima delle quali sari: 

'''~ d\ dx "1" dx dy "^ "^^ * 
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Analogamente troveremo: 

3— dy dx ^ dx dy ^^^ ' 



''- ~ 'jy 'jr + "dF "ay" + ^^ • 

G)d avremo espresse le m funzioni armoniche v^ , v^ , v^ , ... , v^ , 
mediante le derivate prime dell'unica funzione armonica ^;^"'^ I coeffi- 
denti di queste derivate sono polinomii noti. Invece nei polinomii fx j*"^ , 
|«.5i**, ... , PlIJ^, figurano le 2m costanti incognite (29). Si osservi che 
di esse le prime due compariscono soltanto ncl polinomio |x'^. Nei ri- 
xnanend polinomii compariscono le 2nt — 2 costanti h\y h\y...yU^^^\ 
b^^^\ il cui insieme, per breviti indicheremo con (c). 

Nell'eqiuudone (26), oltre alle m funzioni armoniche sopra consi- 
derate, figura la funzione armonica v^_^_^ (da prima indicata con F^). 

Essa & data dalla formula (25) : 

ove A e B sono costanti. Poniamo : 

e indichiamo con fi.J||'|, una quantiti identicamente nulla. Si avrd allora : 



djf dx "^ 3x d)f 



m-»-i> 



vale a dire, si avri la funzione t;^^^ espressa da una formula perfet- 
tamente analoga a quelle trovate per le funzioni v, , 1;^ , . . . , v^. Se 
dunque indichiamo con v^ una qualunque delle funzioni armoniche v^ , 
V,, ... , f.^,, che figurano nella formola (26), sari: 
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Per s^sipLclu posdimo to^ere llndice (fii), comune a tutd i 
poanocnii innonki 1^ e u., , e inoltre indicare con w la fiumone armo- 

oka V * . Siri allora : 



(30) 






S. RiproKfiaino b fonnub (26), cfae scriveremo: 
r = r. + r'r, + r*r, + ... + r-v_.. 



Aven»io5! idenicirr.en^: : 



' = (-=-1)4-1 



^ = (^_,)'_|-2(r*-i)H-i. 
r- = (r^ - I)- + «(r* - 0— + ... + mCr" - + 1, 

r ---:•..-:, ^ ... - : ,. .] -H (-= - i)[r, + 2 r, + . . . + m v.^.] 

— ••—/'- 0"" [- - -r "» "-♦.] + ('■' — 0" v^t i 



• •• •n^,*^- ■'»^» J**»Jk 






;-_.:.• - ir- - ,)u^ -^ (r - I)- u., + ... -j- (r' - ,)-«;_, 



. . . . V . ■» 



: :• rirrresectindo Jelle nuove funziom armoniche, 

: : ,... Nctumo che b w. contiene sol- 

;,^.. In particoLire si ha: 









m V .. 



^ . . . .» % N . 






iilLi lomiuLi (15). Si a veva 



c = / — : . 
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Se dunque indichiamo con w^ la funzione armonica v^ -{- w\ e inol- 
tre poniamo : 

^=z «/, + (r* -!)«;, + ... + (r- - I)— «;„, 



(32) [7= t*;„ + (r' - !)«/. + (r* - i)' W, 

la qual formula appunto d eravamo proposti di ottenere. 

Vediamo conle sono espresse b funzioni w, e W, Dalle formule 
(30) e (31) si deduce : 



Qoindi^ ponendo: 



\ + 2^3 + ... + mX^^, = X, 



a avri: 



ove 1 rappresenta un polinomio annonico noto (a meao di una co- 
stante additdva), e (a un polinomio pure armonico, in cui figurano 
le 2 w — 2 costanti indicate con (c). 

Quamo alia Wy essa contiene linearmente le funzioni w^^ , w^^ , — ,«^w > 
e quindi le funzioni v^^ v^, ... , v^^^^. Sari per conseguenza rappre- 
sentata da una formula del tipo : 

X^ipi. CvTQ, I4aUm.f t, Xin, parte x*. — Stampato il 3 maggio 1899. 31 
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in cui L ed L' saranno dd polinomii nod, mentre M conterri le co- 
stand incognite che compariscono nelle funaoni v^ , v^, . . . , v^^, , osaa 
nei polinomi armonid (^3 , (^. , • • • , V-t^-i-i' Queste costanti le indicheremo 
con (c'). 

La formula (32), sosdtuendo a «/, e W \q loro espressloni, pos- 
siamo anche scriverla: 

Cosl dunque, partendo dalla formula (14), che d esprixneva la 
funzione U per mezzo delle due funzioni armoniche u^ cd u^ , siamo 
arrivad alia formula (34), che d esprime la stcssa funzione per mezzo 
delle due nuove funzioni armoniche w/^ e ti/, e di un certo numero 
di costand da determinarsi, contenute nei polinomii (x. ed Af. 

Questa trasformazione deUa funzione U^ basata quasi esdusiva- 
mente suU'uso delle formule (8) e (9), richiede un numero di opera- 
zioni tanto piii grande, quanto maggiore k il grado dd primitivo poli- 
nomio p^; ma non presenta, in nessun caso, alcuna difEcolti. Tutto 
si riduce, in uldma analisi, a trovare I'cspressione dd due polinomii 
armonici X e (x, e dei tre polinomii, in generale non armonid, X, 
U ed M. 

Osserviamo che, se si presdnde dalle condizioni a cui deve sod- 

disfare, al contorno, la funzione U, le due funzioni armoniche w^ e 

«/ e le costand (c), che figurano nella formula (34), restano comple- 

tamentc arbitrarie, nei senso che alia funzione U, come 6 data da 

quella formula, corrisponde sempre nei piano (x', 3^') una funzione IT 

bi-armonica : e infatti sarebbe fadle vedere che dalla formula (34) si 

pu6 sempre risalirc alia (14) ripetendo, in ordine inverso, le opera- 

zioni fatte per arrivare dalla (14) alia (34). In altri termini le due 

funzioni armoniche tf^ e ti/, e le costand (c), non devono soddisfare 

ad altre condizioni, oltre a quelle che si trovano, obbligando la fun- 

d U 
zione C7, e la sua derivata normale -v— ad assumere, sulla circonfe- 

ir^nza d^l cercbio a^ i valori assegnad, 



SUUA RICERCA DELLE rtJNZIONI POU-ARMOKflCHE, ETC. ij[j 

Ma, come abbiamo gii veduto al § 5, tenendo conto di questi 
dad, si vengono a conoscere, in tutto il cerchio or, le due funzioni ar- 
moniche w^ t w^y Tultinia delle quali t legata alia funzione w, e alle 
costanti (f), contenute nel polinomio (x, dalla equazione (33)> che 
scriveremo : 

Possiamo dunque concludere che, ottcnuta la funzione w^, per deter- 
minare la funzione «/ e le costanti (c), dovremo tener conto di que- 
si'unica equazione; dalla quale basterd, evidentemente, che si possano 
ricavare le derivate prime della funzione Wy e quelle tra le costanti (c), 
che compariscono nel polinomio M, vale a dire le costanti indicate con 
(c') : giacchfe allora la formula (34) ci dari la funzione U, che si tratta 
appunto di determinate : e il problema sari risoluto. 

5. Dall'equaaone (35) possiamo dedurne un'altra, nel modo se- 
guente. Poniamo: 

in cm la funzione w\ sia legata alia tu^ dalle formule : 

^^7; dx ~ dy' dy ~ dx ' 

e la ft' sia ima funzione da determinarsi. La w\ & nota a meno di 
una costante, a cui attribuiremo un valore arbitrario. 

£ facile vedere che formule analoghe alle (37) legano le due fun- 
aoni ft e (i'. Infatti deriviamo Tequazione (35) rispetto ad x, la (36) 
lispetto ad 3^, e sommiamo membro a membro. Si otterri [ricordando 
che le fumdoni X e ft sono armoniche, e tenendo presenti le for- 
mule (37)] : 

dx^ dy ^- 






7>:i=:<:c:S: ar^ o ei co, comi^to dd poli- 



rcsitinc era nsoivark nspeoo a -g 











I jc-:- 


-. 1;.. r.-p^-.- ;i X . li ;.. c: ur.i fiinzione che soddisEi 


;:;■.;_■-:-: 


- i- - . >. ;r.:;~ 'i :r.,i:chLir.-.o, per breviii, coUe lenere 


;, T.. Si c- 


ni::-.-. ;-=:c : Lidii virlicire, le due equaaom: 




j% dx* 5x djr* 


do ^ jr.. 


vi "iiss-o. 


.\iEr.c 


; rc' '.; 1j.£ :'_-£c"i ; ed i;, osaa -^ c -g— , non di- 



¥ 



vcnrino ::-.:■;■.;:. ,:■. r.r-ur. r_: r^" cC ..■ir.zliio c, bisogneri attribuire aDe oU. 

cosur.d i^.' .^ ■. >... ^uv. .-.■.".-.-or.o r..i j-clinon-ii fi e (*', \-alori tali, <' ^ ■ 
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Derivando invecc la (35) rispetto ad jf, la (36) rispetto ad x, e sot- 
traendo, otterremo : 

dy ^ 

La funzionc [i' i dunque un polinomio armonico, coniugato del pdi- 
nomio (a. In csso, oltre alle costanti (c), compariri una nuova costante 

arbitraria, che direrno b. 

Le equazioni (35) e (36) possiamo ora risolverle rispetto a -^ 

dfv 

; se ne ncava : 



dy 



aw ^ ' ^^oy ' ^^ox 

17 ~ 7dU\ fd\V 



^' ^ (§^) + m • 

I secondi mcmbri di queste due equazioni rapprcsentano efFettiva- 
mentc le derivatc, rispetto ad jc c ad ^^j di una fun^one che soddis& 
all'equazione A* =: o. Sc infatti li indichiamo, per breviti, colie lettere 
^, iQ, si ottengono, come ^ facile verificare, le due equazioni: 

dy dx* dx dy ' 

ci6 che prova Tasserto. 

Affinchc poi le due funzioni $ cd y), ossia -3 — e -5 — , non di- 

ventiiio infinite in ncssun punto del ccrchio a, bisogneri attribuire alle 
cosumti (f) cd /;, clic compariscono nci polinomii p. e p.', valori tali. 
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che in qud pund del cerchio, in cui si ha : 






sia anche: 



tt/j — I* = o, w\ — p.' = o. 



Tenendo conto di queste condizioni, tutte le quantiti che figurano 
nella formula (34) dovranno risultare determinate : e quindi sard de- 
terminata la funzione U. 

m. 

10. Per dare un esempio di questo metodo d*integrazione del- 
I'equazione differenaale A* = o, supponiamo che Tarea a', apparte- 
nente al piano (^x'y'), sia quella racchiusa da una Lumaca di Pa scaly 
non passante per il suo polo. 

Abbiasi dunque un cerchio, e sia P un punto della sua drconfe- 
renza. Sui prolunganaento di ogni retta PF uscente dal punto P, a 
partire dal punto F, in cui la retta incontra di nuovo la circonferenza, 
si prenda un s^;mento P'M, di lunghezza costante, maggiore del dia- 
metro del cerchio. II punto M descrive allora una Lumaca di Pascal, 
che non passa per il polo P. Sia 0' I'area racchiusa da que3ta linea. 
Per semplidti, assumeremo il segment© costante FM come uniti 
di lunghezza. Detto a il raggio del cerchio, dovrd essere allora : 

^ 2 

La curva che si considera, in coordinate polari p, 0, prendendo il 
punto P come polo, e il diametro passante per P come asse polare, 
avri requa;poie: 

p = 2acos6 -j- I. 
Se dunque prendiamo come origine delle coordinate ortogonali x\ y% 



1^6 £. A L M A K S I. 

il punto 0\ situato sull'asse polare, alia distanza a del polo, sari 

x' =: (2 a cos 6 -{- 1) cos 6 — tf, 
y' = (2a cos 6 -j- i)senO, 



owero : 



(38) 



jc' = cos 6 -j- tf cos 2 6, 
y^ = sen 6 -|- a sen 2 6. 



II contorno dcll'arca t' si otterrd facendo variare in queste for- 
mule il parametro 6, fra o e 2-. 

Per avere la rappresentazionc conforme dell*area a' sul cerchio «, 
di raggio i, appartcnente al piano (xy), e col centro nell'origine deUe 
coordinate, basta porre : 

(39) , _^ 

y' = y -{- laxy. 

Infatd, sc riferiamo i punti del cerchio a, alle coordinate polari 
r, 0, assumcndo come polo il centro del cerchio, e come asse polare 
Tasse jc, si avri : 

X = r cos 6, y =zr sen 6, 

e le formule (39) pouemo scriverle: 

x' = r cos -j- ar^ cos 29, 

^' = r sen 6 -j- ar' sen 26. 

Facendo in queste formule r = i, si ottengono le (38) : vale a dire 
che alia circonfercnza del cerchio a, corrisponde il contorno dell'area 
q\ Sono poi verificate le equazioni : 

dx' 8/ 

dx dy °' 

dx' , ay 

d7 + ^ = °5 
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finalmi 



D = 



ax* 

dx 


dx 


dx' 

dy 


dy 



=(!?)+ (?7)"=C+-')-+("^)-' 



esscndo, per ipotesi, a < — , non pu6 annullarsi in nessun punto 

dd cerchio. 

Ora Ic formide (39) non sono che un caso particolare delle (10). 
Sc dunque vogliamo integrare, nell'area speciale che qui si considera, 
Tequaaoae A* IT* = o, conoscendosi al contorno il valorc dcila funzione 
bi-armonica U\ e ddla sua derivata normal e, potremo applicarc il pro- 
cedimento esposto in generate, per qualunque area <j\ la cui rappre- 
sentazione conforme sul cerchio ex, si faccia mediantc Ic fonnule (10), 
in cui i secondi membri sono polinomi. 

Comindaxno a porre: 

t7' = x' «; + «;, 

essendo u\ ed u^ funzioni armooiche da detemunarsi. 
Nd piano (xy) sari: 

(40) 

ove p^ = x*, ossia : 

Le due funaoni «,(x, y) ed »„(x, y) sono arnionichc. II polino- 
mio /», 6 di 2" grade. La funzione t7(x, y) sari dunque tri-armonka, 
e potremo per conscguenza ridurla alk fornu : 



^ = /'.«. + «o. 



(41) 



U= «;, + (r* - Ow, + (r* - i)'«'. 



le funzioni «/„,«/.,«/ essendo armoniche. Si tratta appunto di Irtic 
questa trasfoniiaziQne, 
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Perci6 poniamo : 



dv 

an 



= u 



I> 



^9 * 



ove la t; sia una nuova funzione armonica, e ^ un polincnnio anno- 
nico al pari di p^. Potremo assumere : 



(42) 






Sari allora, sostituendo nella formula (40) a />, ed m, le loro espres- 



siom: 



TT dqdv . 



od anche : 



Tj_ildViiqdVt^ 
dxdx^dydy^ ^' 

^ ^ r ' dqdv d q dv 

in cui v^ rappresenta la funzione armomca -^ -^ -^ ■^— 

"" ^^ axdxdvdv 



incognita come w^ e v : e, piCi semplicemente : 



+ «o» 



(43) 



U=V + v^, 



ove: 



y dqdv I dqdv 

dxdx ' dyYy' 

Si dcvc ora trasformare la funzione F. Perci6 poniamo : 



(44) 



dx ^ dx"^^ dy"^ " 


■ 
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dv dv' dv' . . 




dy *dy ^dx'^"'' 





dx' 



dy y'dx'^'" 



csscndo v' una nuova funzione armonica, e g' un polinomio annonico. 
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Si otterri: 

La Vj i una funzione armonica, della cui espressione 6 inutile tener 
contO; giacch^ nella formula (43), che di la funzione U, essa viene 
a sommarsi coll'altra funzione armonica incomitti v^. 

o o 

Determiniamo -c^- e -^. Le formule (44'), sostituendo a j la 
saa espressioae, data dalla formula (42)^ potremo scriverle: 

dq' dq' I 

Facendo :c = o, )r = o, vediamo che le costanti c, , c^ , devono esser 

^/t' fin' 

nulle. Risolvendo poi rispetto a -^ e -^ , otteniamo : 
Nella formula (45), che scriveremo : 

(47) f'=i^+y'W^ + v„ 

essendo 

^~ dx dx '^ dy dy' 

possiamo trasformare la funzione Fj, come abbiamo trasformato la 
funzbne V. Perci6 poniamo : 



C48)! (48') i 

"dy dy ^djc* * dy dy ^ dx 

^tHd, Cirf, MaUm., t Xni, parte i*. — Sumpato il ; mag^o 18^9. 32 



^?1— ^Zm L'i"m ■ 

dx ~* dx ~^y a>r "1"^" 
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La funzione armonica Wy e le due costanti b\ ed h'^ sono inco- 
gnite. Avremo: 

*^,-C^ + >)[3^ dx + dj dy\ 

(49) +^x[^-r^ + >^ + ^J + ^a[^ay-yj^ + 6,J 

Per determinare le derivate del poKnomio q^\ e le costanti c^ , c^ , 
rlprendiamo le formule (48'). Sostituendo a -3^^ , -^^ i loro valori 
dati dalle (46), si ha : 

ay -^ ox 2 -^ * 

Facendo in queste formule ;t = o, j^ = o, si ricava : 



e risolvendo rispetto a -^ e -:^: 

ax d)r 

d/' I d/' 



Perdd la formula (49), se in luogo di -r^-, ^, zl^ ^^1 ^ 



poniamo i valori trovati, diventeri : 



bx' dy' bx' by 



c 



2* 



r. = (..+,.)i.|^ + i-[«|^+,|f+*J 



+ y*'.(''*H-i) — y*>^, 



$mJLk riCe&ca delle pukzIoni p()Li-arm6kich£; trt. 2$i 



ossia 



(50) f'. = (*'+>>,+f., 

le due funzioni 



(51) 



^3 = 


I 

2 


dw 

-a-5— 






v^ = 


I 
2 




+. 


^ dy 



+ *'. I+-2 ^'-C^^ + O-'J *>)'' 



essendo armoniche. 

Se ora combiniamo la formula (47) colla (50), otterremo : 

f'=(*' + 3'T^ + (^' + /)^. + ^. 

che si pu6 anche scrivere: 

f" = (f. + «, + V,) + (r' - 0(2f, + f J + (r* - !)'«,. 

Qoindi sard, per la (43) : 

t^ = (fo + f, + f. + *,) + C*^ - 0(2'', + ^0 + (»-' - O't'j. 

o piii semplicemente 



(52) 



£7= «;, + (r* - i)«;. + (r* - !)*«/„ 



in cui Wg rappresenta la funzione armonica v^ -\- v^ -\- v^ -\- v ; e 
inoltre a ha: 

osaa, per le fonnule (51) : 



(54) 



I dw 

2 dx 
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Cosl abbiairo posto la funzione U sotto la forma (41). Essacon- 
tiene 1j due funzioni armoniche incognite w^ t w Qz seconda ddle 
quiUi figura ill w^ e u'^), e le due costand, pure incognite, b[ ed 4j. 

Ora, tcncnJo conto del valori che assume sulk circonf erenza dd 

cercliio c, la funzione U, e la sua derivata rispetto alia normale in- 

d U 
terna -3— , potremo determinare le due funzioni armoniche w^ e w,. 

Sia per r = i : 

la <p e la <]« essendo funzioni note dell'angolo 6. Se ad 17 sosdtoiasao 
la sua espressione, data dalla formula (52), otterretno: 

(55) K]r-. = 9, [-3*^" + 2 ''"'.J^^ = — '!'» 

E poich6 la funzione tv^ h armonica, sari, per ima nota formula, nd 
punto del cerchio di coordinate r, 6: 

C50) «^n = I 1— ^ - \a N »«• 

^-^ ^ ** 27fJ^ I -|-r* _ 2rcos(6 — a) 

La seconda delle formule (55) pu6 scrivera: 



B?+-.L=-*- 



L'espressione in parentcsi rappresenta, come tt/^ e u/^, una funaone 
armonica. Percio ncl punto di coordinate r, 6, si avri con una formula 
analoga alia (56): 



r ■ 



^ -|-2«'.- 2^J^ i+r'-2rcos(9-«)''*» 



e risolvendo rispetto a «/, : 



2 ar 4;tj„ i-j-r' — 2r cos (6 — «)***• 
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Xe due funzioni annoniche w^ e w^ restano cod determinate. 
II, Riprendiamo ora Tequazione (53), che scriveremo: 

Questa non t altro che Tequazione (35) trovata nel caso generale. 

^^^sa deve bastare a farci conoscere quelle che resta ancora d'incognito 

'^dla formula (52), vale a dire la funzione armonica w^y che 6 data da 

1 df^ 

2 dx 



Noi potremmo seguire il metodo esposto in generale, cominciando 
dal costruire Taltra equazione, analoga alia (36), 

/ I ^ \^^ ^^ '1/7' I I' N I 

(* + ^^) d7 ~ ^ d7 = ^"^^ + ^(^'^ + ^^""^ ~ ^*' 

ia cm w\ sia una nuova funzione armonica, legata alia w^ dalle 
fonnule: 

dx ~ dy ' dy ~ dx * 

che si otterri ponendo tt/^ = / -^ ' dr, ed fe una costante; e prose- 

guendo come 6 indicato al 5 9* 

Ma in questo caso speciale si arriva piu rapidamentc alio scopo, 
per una via diversa. 

Osserviamo, innanzi tutto, che nel punto 0,, di coordinate 

* = — 2fl, > = 0, 

che appartiene al cerchio «, esscndo per ipotesi a < — , il primo mem- 

bro dell'equaaone (57) si annuUa. Dovri dunque annuUarsi anche il 
secondo : vale a dire, se indichiamo con a^ il valore dclla funzione «/, 
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nel punto 0,, dovri essere: 
da cui si deduce: 



h'= *' 



^ ~ I - a*- 



La costante fe^ 6 cosi determinata. 

Q6 fatto, dcriviamo runo e Taltro membro dell'equazione (57 
rispetto ad x. Si ottiene, sosdtuendo ad h\ il valore trovato : 

/ ON ^W' I / I \^*^ I ^'^ ^^'i ^*i 
(58) -3 h (* + 2^) Ji a + J'3--3- = 2 -S-' S • 

v-^ / ^jj I V I ^ dx* ' ^ axdy ax 1 — a 

Ora poniamo: 

x+2a = x,, >=y,, 

il che equivaie ad assumere il punto 0, come origine delle nuove 
coordinate x^ , y^, Avendosi : 



dx dx/ dy dy/ 



l*equazione (58) potri scriversi: 



dw , _3_ /dw\ , _5_ /3t</\ dw^ __ flat, 

dx ■*'*'dx laxy"T"^«d7\dx/~^dx. I —a*' 



od anche, posto r^ = |/x* -j- )f * : 



dw , 8 /dw\ dw, acL, 

2-^' — 



dtt/ j^ d /dw\ 

d^ "*" ''^ 57; V d7; - 



owero : 



d / dw\ dw ^ _ gg, 

dr, V ' d7; - ^ d^; ~ T^^' 
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(if)-armODtca W, coaosccadod al coatomo il nlore deOi 
delle sue derivate nonnalj dd primi n — i onGnL 

Rapprcscndamo la funaonc IT coa n fiuaiaai 
•*! » ••■> "m-, » poiicodo : 

t/' = «;, -f x'u\ + x'u + ... + jir-a^^. 

Sc la rapprcsenu^onc conforme dell'arca «' sul cadtia * i 
[nauo (xy) i daa dalle formulu : 

*' = f, ('.>). 

sari nd cerchio «, cbumando (/, u,, m,, ..., k^, , k fimaa> 
"oi ",1 ■•-» "i^if espfcsse meduLQte le variabili x, y: 

od aiidic: 

Supponiamo che la fimz'ione f,C*' ?)> *^ ""^ polinomio i gtii" 
M. AUora iidU fornmla (59) 1 cocffidcnd p,, p', ■-., p','' , sarwM 
polinomii dj grado m, 2 m, ..., (n — i)m, Posto : 

C« — l)m+ I — M (N>t 

la funzione U sari dunque (N)-aniionica : e potremo rapprcseniai 
con N funzioni armoniche vj^, v;^, ... , u>^_^, mediant^ la formul 

(6o)£/=«-.+ (r--.),», + (r--i)'«.. + ... + Cr--i)''-„^_ 

ch« scrivcraiio : 

(7 =»„ + (r»— :)«;, + (r*- !)»«;, + ... 
_|- (r* _ O—w^, - (r' - i)" r, 

indicando con W la funzione (N — M)-armonica 

«■. + {r- - !)«,„, + ... + (,■_ I)"— «,^_.. 
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Questa formula 6 analoga alia (13), trovata nel caso che la fun- 
zione U' fosse H-armonica. 

Tenendo conto dei valori assegnati al contorno per la funzione 

t/', e per le sue derivate normali dei primi n — i ordini, potremo 

determinare in tutto il cerchio <j le n funzioni armoniche w^y tu^y 

xv^ , . . . , t</^j , conosciute le quali anche la funzione W dovri risul- 

rare determinata. 

Si tratta dunque di trasformare la formula (59) in modo da ri- 
durla alia (60). 

Perci6 osserviamo che un polinomio rappresenta s^mpre una 
funzione poli-armonica, e predsamente, se ^ 6 il suo grado, rappresenta 

Vina funzione (^-^ — Varmonica, o (s_IE — J-armonica, secondochS jf 

fe pari o dispari. Potremo quindi rappresentarlo con ^-^ — o con ^-^ — 

fuiudoni armoniche, le quali saranno esse stesse dei polinomiL 

Poniamo sotto questa forma i polinomii p], p\y ... , p]~^ , che 
compariscono nella formula (59) e sia in generale: 



b 

ove le quantiti p^^. rappresentano dei polinomii armonici, che saranno 
in numero di ^^^y o — — , secondochS il grado mi del poli- 
nomio p\ i pari o dispari. 

Questa trasformazione dei polinomii p\ si pu6 fare nel modo se- 
guente. Se p e y sono polinomii armonici, e poniamo 

P ^ dx' ^ dx' 
p' e q' essendo altri polinomii armonici, sari: 

^*"~ la* dx'^ dy dy\~^ Vdx dx" dy Jyr 
lUnd, Grc Matem., t XIII, pane i*. — Starapato il 6 magg^o 1899. 35 
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n polinomio chiuso entro la prima parentesi ha la stessa forma d^^Hi 
funzione F, considerata nel 5 ^ ^ seg. : e potremo trasforpiarla nerHo 
stcsso qiodoy fino ad ottenere una formula analoga alia (17), in ^nii 
le funzioni annoniche t^^, v^, ... saranno dd polinomii. II polisizio. 
mio chiuso entro la seconda parentesi t gii armonico. Cosl dunc^ue 
avremo rappresentato con una formula analoga alia (17) ilpolinoczuo 
pq, prodotto di due polinomii armonici qualunque. 

Facendo questa tr^formazione sul poUno|n:o p^p^, otterretnc J^ 
formula: 

i>: = !(*'+/)%. 

i polinomii pi,. essendo armonici. 
Da essa ricaviamo : 

h 

I polinomii pj,^:p^ > ciascuno dei quali £ il prodotto di due poUnoixm 
armonici, potremo trasfomiarli in modo analogo. Ed alio a I'equa- 
zione (61) assumeri la forma : 

/'! = Z(** + /)X. 

fa 

ove J polinomii j)^,^ sono pure armonici. Seguitando cosl potremo tra- 
sformare tutti i polinomii p\ , fino all*ultimo di essi, che 6 />*""*. 
Ci6 fatto, I'equazione (59) diventcri : 



ovvero : 



t^=Z(**+/yz/'M«. 



Posto per bre\iti : 






\ *■ 
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(6a:) 



^=5(** + /)*^»- 



G>nsderiamo ora altri polinomii armonici q^. , />! ■ , ed altre fun- 
arinonithe t'. , tali che sia : 



^?fci_ 



d:Vf 



dx 



— Ph,i> » ^ji —«i 



»~4 a*" dx 



**^ anche: 






id semplicemente : 



) 



^*=:^[^.+^m]: 



^^ *'•"" dx dx ^ dy dy ' *'•"" dx dx ^» ^- • 



d;^ d^ 



Le funzioni Fj . hanno la stessa fofma della funzione V(^ 6). 
^otremo dunque trasformarle in modo analogo, passando saccessiva- 
niente da ciascuna delle funzioni v., ad altre funzioni v), v'ly etc., finchd 
aniveremo a certe funzioni cfie cfiiamer6 v\y le quali saranno tante, 
quante le t;., ossia n. Se questa operazione sari stata ripetuta un nu- 
mero di volte abbastanza grande, avremo ottenute tutte le funzioni 
F^j rappresentate d^ formule del tipo: 



(«5) 



^. = !(*'+/«. 



essendo le v^(^^ altre fumaorii armoniche. Queste funzioni vjjf^^ risult^ 



260 E. A L M A N S I. 

ranno mttc quantc cspresse, mediante le fuimoni v] , da fonnule an ^r^^ia- 
loghe alia (30). Sari cio6: 

in cui i >|/^. saranno polinomii armonici not^ i pLjjfT saranno anch'e^^ ^• 
polinomii armonici, die pcr6 conterranno un certo numero di costSLmr^^^ 
arbitrarie, le quali nascono quando dalle funzioni v., si passa succ:^^^ 
sivamente alle funzioni v., v! y ... , v], 

Le funzioni V^^ sono armonichc, ed hanno la stessa forma d^^^/f^ 
funzioni v^^\ (come si vcde ponendo, nella seconda delle formulc (j^$^a 

~dx ^ ay"' "dy' ^ "" "di"* ^ aggiungendo deUe quantiti /c^. 

identicamente nulle; salvo a contenere le funzioni v,., in luogp ^cffe 
funzioni v\. Ma questa forma esse conservano quando dalle fuiLz/oo/ 
v^ si passa succcssivamcntc alle funzioni v\y vT , ... , v\ (propriety (fr 
mostrata al § 7 per la funzione v^, Ne segue che le funzioni Fj ^-f" ^hi 
saranno rapprcsentate, come le V^-y da formule del tipo (65); sari 
dod: 

y 

e per tutte le funzioni v^^^ varri la formula (66). L'equazione (63) 
potri dunque scriversi: 

■ • 

» ; 
od anche: 

Quindi la (62) diventeri: 

£^= zc** + ^rzc** + /yz^i* 

o piu scmplicemcnte, raccogliendo i fattori (.v* -}- >*)^ (•'^^ + y^y : 

(67) t^=Z(**+/)'Z^«w» 
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ove con v.j indichiamo le stesse funzioni armoniche v[^i. La formula 
(66), che di Tespressione generale delle funzioni vj,^, la scriveremo: 

Dall'equazione (67) si passa immediatamente all'altra : 

i > 

in cui pero le sommatorie ^v.^ non sono piii quelle dcUa formula 

i 

(67). Posto : 

i 

sard : 

(69) t/=2:('-*-i)'«',; 

e per la formula (68) : 

(70) t., = J [-^"i ^ + --.' ^•- + ^,,]. 

La formula (69) non 6 altro che la (60) : I'indice / dovri variare fra 
o ed AT — I. 

Come abbiamo gii osservato, le funzioni k;^, u/, , ... , w/^,, si 
determinano tenendo conto dei valori che assumono, sulk circonfe- 
renza del cerchio a, la funzione C7, e le sue derivate normali dei primi 
n — I ordini. Si avranno aliora le n equazioni 

(71) X [-dy d^' + "dF Ty\ - "^^ - ^.l^'V^ 

corrispondenti ai valori o, i, 2, ... , ti — i, dcll'indice /, per deter- 
minare le n funzioni t;*, v], ... , v]^_, , e le costanti incognite che 
compariscono nei polinomii \l.j. 
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Perci6 basteri costruire le altre n equaaoni: 

in cui le funzioni w] sono legate alle w^ daUe formule: 

dtv] dwi dw\ dwi 

dx dy ^ dy dx * 

e relazioni analoghc Icgano i polinomii [l.^ ai polinomii il.^. In da- 

scuna delle equazioni (72) comparird una nuova costante arbitr — :=^mi 
(confr. eq. (35) e (36), §§ 8-9). 

Ci6 fatto, le derivate rispetto ad jc ed ^^ delle funrioni v! si cr '^tter- 
ranno risolvendo le in equazioni lineari (71) e (72), e attribue=3}(io 
alle costanti che compariscono nei polinomii jx.^,, (xj.,, vaiori tali c6e 
queste derivate non diventino infinite in nessun punto del cerchi^^ ^, 
Cosi conosceremo, per la formula (70), le rimanenti funzioni xnuo- 
niche w/^, w/^^,, ... , ^n_x> ^^e dovranno risultare cdmpletannetM^ 
determinate: e quindi ancora la funzione U, e finalmente la U\ 



Torino, marzo 1899. 



E. Alxansl 



SUL CONCETl'O DI DEEOVATA 
>IEU4 TEQIUA ELEMENTARE DELLE FUNZIONI ANAUTICHE. 

Nota di G. yivanti, in Messina. 



AdunAQza del 26 febbrajo 1899. 



I. La teoria delle funzioni analitiche, i cui principii sono dovuti 
a Weierstrass, ha la pioprieti caratteristica di svolgersi indipen- 
dentemente dal concetto di integrale curvUineo; ed 6 a ci6 principal- 
mente che allude Tepiteto di elementare ad essa attribuito da alcuni 
analisti (*). Per6 ancora piii spiccato appare tale suo carattere, quando 
si consideri che essa pu6 rendersi anche indipendente dal concetto di 
derivaia, quale figura nel Calcolo. Per tal modo la teoria delle funzioni 
analitiche, fondata suUa sola Algebra, si presenta come una continua- 
zione immediata della teoria delle serie. 

Per raggiungere tale scopo, occorre dare una definizione elemen- 
tare, cio^ puramente algebrica, della derivata d'una funzione analitica, 
e mostrare che, per la derivata cosl definita, sussistono tutti i teoremi 
fondamentali del Calcolo difFerenziale. 

(*) a Die elementare, d. h. ledigUch auf die Lehre von den Potenzreihen, nicht 
« aber auf die Anwendung der InfiniUsimalrechnung, insbesondere der complexen 
« Integration gegrundete Theoric der analytischen Functionen,,, », Pringsheim, 
Ueber Vereinfachungen in der tlemcntarcn Tbeoru der analytischen Functionen, Math. 
Ann., t XLYII, pag. 121. 
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2. Dircmo derivaia (*) d'una serie di potenze 



la serie : 



taaX t^O 



ottenuta da essa iriolriplicando ciascun termine per Tesponente di :( che 

figura nel medesimo, e diminuendo Tesponente stesso d'una unid. 

Si dimostra facilmente che il raggio vero di convergen:^a della 
derivaia i eguale a quello dtlla serie primitiva, 

Risulta poi dalla defiuizione data, che, se una serie di poierc^^s si 
riduce al solo termine costanie, la sua derivaia I utta serie idetUicatm^^ 
nulla;' Q^ reciprocamente, che una serie identicamtnie nulla pub coitsi- 
derarsi cot fie la derivaia d'una serie ridoiia al solo termine costanUj jl 
quale d'altronde pu6 essere qualunque. 

La serie derivata della derivata dicesi derivaia seconda deUa serie 
primitiva, e cosl via. 

Una serie data: 

00 
pu6 considerarsi come la derivata della serie : 

dove c pu6 essere una costante qualunque. Cioi : Ogni serie di potenJif 
I la derivaia d'una serie di poten^^e completamente determinaia a meno 
del sno termine costanie, la quale pu6 dirsi il suo integralc indefinito, 

3. Indicando con P'(x)y -P"(0> ••• ^^ derivate successive delk 
serie P(X)y coi^ P(\.y ^^ ^^^^^ dedotta dalla P(:() per un punto c, 



(*) Pincherle, Le\ioni sulk icoria dcllc funiionij Bologna, 1893, Lcx.VL 
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emo al suo cerchio di com-^rjciua^ si lu. viMUP <^ m>ltt * 



i(5i 



!-•<• 



»l 



we P»"'(c)sP(c)], e quindi: 



R'(^-c) = p^^^^I^'^(c) 1^^- ., 'i'l''""fn 



Tfakci parte, posto : 



i^(V' U(f), 



ba: 



/"-^r^ .^^v^„ 



t3pBD&. 



^^ ^i 



2fc-':=t^, '-2 ', 






i^^/ 



/f 



r*Siw -*i JA». ^ ',*•/> ^r'^X^W" > ^ /«- <*•♦ ^**/>. <«^»>^ ^^^- >-- 



'^^ J mJr:.^ , f*'.t 



^l^.». .W»'t 



> '^y- ^r > z^^^* < -* yp^i-***! 



1^ -»l^. 






/ 



> 



/ 



y^ 



-^ 

/ 



/ 



/ 



/ 



i/ 



y 



; qmndi: 
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iel brodotlo di due serie dt I 



5. La derivata dei prodotto di due serie dt polen^t i 
prodctti otUnuli moltiplkando ciascuna de!k due serie per la dtrft/ata 
faltra. 

PostO anzori : 

I-o I |,-o J 

c derivando: 

«'(o=|:[k'''Z''.*,-.] 
=|:[r'i(i - t)».t.-.] + £[t-ii.«.*...]. 



w 



«(o=i'(oe'W+i'we(o- 



6. Mediante I'induzione completa pu6 stabilira il teordtna ^taiofft 
pel prodotto d'un numero qualunque di bxtoii. 

Nel caso pardcolxte in oH quesli soiio tuttt %uali, a ha : 



» 



[i-Cdl' = "J^'(OJ'(0- 



I 



Di qui si otdene una formola ricorrente, cbe ci sari utile ii 
s^uito. 

PoDgasi: 
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segue dalla (2) : 

^ ciii, pd teorema suU'identiti di due serie di pptenze: 

7. Se P(0 ^ ^"^^ ?^4^ ^ po^en;pe la quale non s*annulla nell'o- 
e, esiste *(*) una serie R (;(), il cui cerchio di convergenza h limi- 
dalla drconferenza y passante pel posto*zero di modulo minimo 
^(X), e che ii^ ogi^ punto intemo di questo cerchio soddisfa alia 
done: 

La 5erie R (0 si dice redproca di P(0> c si scrive : 



i'CO' 



Pii generalmente, essendo fl(0 im'altra serie di potenze conver- 

&^tite entro una certa drconferenza S, esiste una serie 5(;^), il cui 

^rchio di convergenza h limitato dalla piu piccola delle due drconfe- 

^^ii2e Y> ^> e che in ogni punio interno a tale cerchio soddisfa alia 

xdazione : 

Si ha di qui, tnoldplicaado da ambe le parti per R(X)y °^ 
I 



P(0" 



5(0=Q(0.p^. 



(•) Cfr. p. es. P i n c h e r 1 e, 1. c, Lez. VII. 
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Si dice che S(;^) 6 il quoxienU delle serie Q(0> -^CO* ^ ^ scrive: 

Poichfe il prodotto P(X) R (X) ^ una serie di potenze che si riduce 
al solo termine costante i, si ha: 

[P(Oi?(0]' = o, 

ed applicando la (i): 

P(.OR'(z.)-\-nOR(0 = o, 

ossia, per ci6 che tcsth si 6 stabilito : 
Si ha ancora dalla (i): 



ossia : 



cb« ^ la nota espressione per la derivata d'un quo:^ntt. 



8. Sia: 



c(«) = z^«»' 



una serie di potenze col raggio di convergenza a, e sia P(X) una serie 
di potenze, il cui modulo sia <] <y pci ogni valore di :( di modulo non 
maggiore d'una certa quantiti p. Pel lemma di IVeier sirass , b 
serie doppia : 
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Dunque : 

(4) i^'(0 = -P'(OQ'(«), 

che i la nota fortnola per la deriva:^ione delle fun^^om di funT^nc. 
9. La serie esponenziale : 

convergente in tutto il piano, 6 identica alia propria derivata; infatd: 

• ■ 

Quindi, se nella (4) si fa : 

Q(«) = e", 

si ha: 

(5) D(5^^^» = (5^^^^P'(0. 

Dopo cio, abbiasi una serie di potenze S(^) convergente in tutto 
il piano e non avente alcuna radice; -rf-^ sari una serie di potenze 

convergente del pari in tutto il piano, e cosi -^fX • Indichiamo con 
T(X) Tintegrale di quest'ultima serie, dod poniamo: 

inoltre : 

sari per la (5) : 
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U'Q0S(x.-)-V(OS'(O = o, 



Ora U prime membro t la derivata di -^^4 , quindi questo rap- 
porto dev'essere costante, cioft : 

5(0 = e u(o = c«^w 

^^ J>u6 anche scriversi, modificando opportuilamente il termine co- 

di r(0: 

5(0 = e^'^^K 

Donde il teorema hoio : Una fun^ione ihi'era, non avenie radici, pud 
't porsi sotto la fornia e^^^^\ dove T(^) i una fun'^ione inter a. 



10. Sia /(O la funzione analitica generata dall*elemento P(:c), 
S vK^ quella generata dall'elemento ^(0 = Q(^)- Da ci6 che si h 

^^^Xxso sopra risulta : 

Che f(X) e g(X) hanno lo stesso campo d'esistenza; 
Che^ sie c S uri punto qualunque di questo, Telemento corrispon- 
4^te di ^(0 6 la derivata di quello di /(O- 

Pertanto alia futmone g(X) pu6 darsi il nome di derivata della 
fonzione /(O- 

11. Abbiansi n serie di potenze P,(0> ^atO* ••• > ^hCOj ^^ q^ 
generino rispettivamente le funzioni analitiche /^ (jOj f^ (^i "-9 fn (0* 
Se tra le P^CO esiste una relazione : 

dove F ^ simbolo di funzione razionale intera (cioi se^ trasformando 
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il primo membro della (6) in una serie di potenze, questa risul 
tic3inente nulla), la stessa rclazione esiste tra gli element! dell( 
corrispondenti ad un punto qualunque del campo comune d'e 
di queste fimzioni (*). Potrd scriversi in tal caso: 

f[/.(0./a(0. .••.A(0] = o. 

Se si ha, in parucolare : 

i».(0--P,(0^,(0 = o. 

potri scriversi corrispondentemente : 

/,(0=/.(0+/,(0. 

Di qui i teoremi : 

Sc dtu fittt:iioni aualiticbe hanuo un campo comune d 
^isU utta fHn:^\0)U analiiica il cui valore in ciascun punto 
somma JW valori delU due Junxjoni nello stesso punto, Essr 
vkUc due funzioni. 

Analogamente pel prodotto. 

Analogamente pel quo:iiente, purchi hi fun:^ione dv 
nmlli mai ful campo C. 

12- Etopo cii) si possono estcnderc inmicdiatani' 
.uulidche i leorcmi dianzi subiliti per 1j scric di pc 



'"- •^chcr Ic, I. c, Lcz. IX. 
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Consideriamo p. es. il prodotco: 
Si ha: 

quindi la stessa relazione sussisterd tra le funzioni analidche generate 
da quesd elemend. Ma le i^ (^) generano le f. (^); quindi : 

/;(o=/.(o/.'(o+/.(o/;(o- 

Nello stesso mcdo si precede negli altri casi. 



Messina, 21 febbrajo 1899. 



G. ViVANTI. 



Rend. Circ, MaUm,, t XIII, parte i*.— Stampato il i j maggio 1899. JJ 
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INVOLUZIONE DI GRADO n E SPECIE i IN UNO SPAZIO 

An— I DIMENSIONI. 
Nota di M. Morale, in Bagni CanicatdnL 



AdunanzA del 26 marzo 1S99. 



1. La curva C" (normale) d'ordine n dello spazio S^ a w dimen- 
sioni, 6 determinata da (n — i)(« -f" 3) condizioni e perci6 una tale 
curva h individuata se deve passare per n -j- 3 punti dati, Allora le 
curve C" passanti per n -j- 2 punti daii Pl'\ i^*\ . . . , P^^'^^\ sono 
(00""'), e per un punto di S^ ne passa una sola. 

Esse incontrano uno spazio 2^^^ a n — j dimension!, ciascuna 
in fi punti. Si Iianno cosi ( 00""') gruppi di n punti in \_^ e dascun 
gruppo 6 determinato da uno qualunque dei suoi punti. Tali gruppi 
formano dunque un*involuzione di grado n e specie i, /*. 

2. Due degli n -f- 2 punti P^ determinano una retta, mentre gli 
altri n determinano uno spazio S^^ a n — i dimensioni, che in- 
contra la retta in un punto S^. Gli n punti P^, ed il punto S^ deter- 
minano (oo"~') curve C"~*, d'ordine n — i, normali di S^__j , passanti 
per essi. Per un punto di S^^ passa una sola C*~\ onde : 

Vi sono ( oo**"') CI spcTiiate in una retta P|''^ passante per 2, Pl^\ P^'^ 
degli ;; 4~ 2 punti P^ e in una C""' che si appoggia a tale retta e passa 
per gli altri punti P^. 
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Adunque vi sono in 2^_, ( ) P^"^^ fondamentali, interse- 

zione di esso colle rette P^ , a ciascimo dd quali corrispondono ( oo"""^) 
gruppi di « — I pirnd, intersezicni delle ( oc"""*) C"~' collo stesso 
— «_, > giacenti tutti in uno spazio I,^_^ an — 2 dimensioni, comune 

a 2^, e ad 5^__,, In altri termini gli f ' j punti fondamentali 

hanno per coniugatiy dascuno ( oo"""*) gruppi di n — i punti, formanti 
una /■"' in un determinate I, ,. 

Questi ( ) punti li diremo fondamentali d'ordinc n — i e 

K indidieremo con j2o"~'^ 

Analogamente in ogni \_^ vi sono ( ) punti fondamentali 

j2!r~'^ d'ordine «— 2, a dascuno dd quali corrisponde una /"""', con- 
tenuta in un determinate \_^ , e peru in \_^ vi sono in tutto 

{'V){'V) 

punti fondamentali d'ordine n — 2, 

Cosl seguitando si vede che la /" di 2^__, h dotata di 

("t Oct") ••■("-*.+ 

punti fondamentali Qo"""*^ d'ordine n — ky a dascuno dei quali corri- 
sponde una /""* contenuta in un determinate spazio 2^_|_, a » — i — i 
dimensioni. 

Notisi che il massimo valore di fc 6 n — 2. 

3. Sia : 

(1) X. :X, : ... : X_ =/.(>):AW : ... : /.^.(X) 

I'equazione di una C\ , dove le f(X) sono funzioni razionali^ intere e 
di grado n nel parametro X. 
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Sia poi: 

TequazioTO dell'iperpiano 2^_,. I punti in cui questo sega la curva 
sudetta, sono dad dagli n valori di X che risolvono I'equazione: 

che si pu6 scrivere : 

(3) x- + ^.r- + ^,x-' + ... + ^_x + ^. = o. 

Le funzioni /(X) contengono, come 6 noto, (n — 1)(« + 3) coef- 
fidenti arbitrari, ma siccome la C" deve passare per gli n -f* ^ punti 
P^ , cosi in esse restaiio determinad (n — i ) (n -j- 2) coeflSdenti e ne 
rimangono solamente ad arbitrio : 

(« — i)(« + 3) — (» — 0(» + 2) = n — I. 

« 

Al variare di quesd n — i coefEciend si ottengono tutte le 

(«"-') c:. 

Allora anche la (3) condene n — i coeiHdeud surbitrari, al variare 
dd quali si ottengono gli ( 00""') gruppi della /*. 

2|. Se la (3) avesse una radice il?-pla, questa dovrebbe annuUare 
la (3) e le sue prime k — i derivate. Si avrebbero cosl k equaidoni 
di condizione che servirebbero a determinare k — i degli n — i coef- 
fidend arbitrari, e peru nclla (3) resterebbero arbitrari solamente : 

n— i—ik—i) = n—k 

coeffidend, al variare dei quali si otterrebbero ( oo""'j radici i-ple. A 
ognuna di queste corrisponde nclla /" un punto fc-plo, e per6 : 

// luogo dei punti k-pH della /" i una varieti an — k dirncnsioni, 

Di che ordine ^ questa variety? 

Si t visto che ncUa 7" vi sono dei pund (^^ fondamentali 4'ordine 
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\ 1 oak^ciano dd quali corrisponde una I\ contenuta in un dcterminato 

^AS ^)- Questo segheri la detta varied in fi. punti, se |a i Tor- 

&& & ^sa, ed i facile vedere che questi |x pund sono tutd e soli 

1 ^u Ij.pli della I\. Adunque I'ordinj |x della varied considerata & 

^ta dal numero dei punti jfc-pli della /*. 

Supponendo i = n, si tratta di trovare il numero dei punti w-pli 
ddk h 

La (3) di i gruppi d^ n punti in cui 2^_, sega ogni C". Se 
V^esti fi puutj devono coinddere, la (3) deve avere unaradice r «-pla, 
^^Ve quindi potersi mettcre sotto la forma : 

(X — r)- = 



Le (3) e C3'J essendo identiche, ddnno luogo ad n equazioni di 

^ondizione che si ottengono uguagliando i coeffidenti delle potenze 

^^ixxilL Queste equazioni contengono n incognite, che sono gli n — i 

^^ffidenti arbitrari ed r. Questa compariscc nelle n equazioni, succcs- 

^"axnente cogli esponenti da i ad n e quindi vi sono n\ sistemi di 

soVuzioni per le dette variabili. Agli n ! valori di r corrispondono altrct- 

^*nti punti n-pli della /". Adunque un4 /" c dotata di ;/ ! punti w-pli e, 

per If = Jb, si ha che una i^ ha £ 1 punti ^*-pli, onde : 

// luogo dei punii k-pli della I* i una varietd an — k dimensioni 
$ dd^ordine k 1 

5. Se un punto descrive una varietd, gli n — i suoi punti co- 
iiiugati descrivono un'altra varied dellj stesse dimensioni, che diremo 
comugata della prima. 

Si vuol vedere ora qual'^ Tordine della varied coniugata di una 
dau varieii d'ordine assegnato. 

Si consideri prima il caso in cui il punto descriva una retta jS,. 
Gli n — I pimti coniugati descrivono allora una certa curva C^ 
dine {1. 

. Premettiamo che uno spado 2^^ in cui giace una /""', coi 
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dcnte di un dato punto Qjj'"'^ fondamentale d'ordine n — i, passa 
per ( j punti Qo~ ^ ^^^ ^ ^^^^ "^^ ^ P^^^ compreso il primo. La 

retta R^ intanto incontra gli spazi 2^_^ in un punto dascuno, e pero 
la C" passa per tutti i puuti 2o"*^ e con un solo ranio. 

La R^ inoltre incontra il dato 1^_^ in un punto al quale ne cor- 
rispondono n — i, dei quali uno 6 il dato QlT"'^ ^ g^ ^^ " — ^ 

giacciono in \_^ ; adunque 1^_^ incontra la C^ n^li ( J punti fon- 
damentaU sudetti e in n — 2 punti variabili; sari perci6 : 

a) Se invece dclla retta R^ si considera una curva d'ordine v, 
allora, con analogo ragionamento, si ricava che la curva coniugata Cf 
passa per i punti QJ,""'^ con v rami ed incontra il dato 2^, in altri 
V (n — 2) punti variabili, onde sari in questo caso : 

• 

b) Suppongasi ora che il punto descriva una varieti FJ a Jfe di- 
mensioni e d'ordine v. Si vuol trovare Tordine jt della varieti Ff co- 
niugata. 

Si consideri uno 2^_j degli spazi in cui sono contenute le i^*^*, 
cornspondenti dei punti Q^"*"*"* fondamentali d'ordine n — Jfe -{" ^• 
Allora 2^j segheri la F^ in una curva C^* e la V^ in un'altra curva 
Cf, che sari coniugata della CJ* nella /"""*"*"', ivi contenuta. Ma dalk 
(5), per n = n — ik + i, si ha : 

adunque : 

La varieid coniugaUt di una data varieti a k dimensioni e dtWar- 
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v^ i ancb'essa a k dimensioni t delVordine 



y ■ 



V 



[C-t+V4 



Si consideri uno spazio 2,_i_, coniugato di un punto QI,"~*^ Esso 
la FJ in V punti e per6 la V^ avri il punto Q^^ come multiplo 
d'ordine v. Si ricava da ci6 che la Tf avri gli 

("t1("f)-("-t+0 

punti QlT"*^ come multipli d'ordine v. 

Osservaxjonc- — Se la FJ 6 dotata di una varied r-pla, questa ha 
per coniugata una varied che e manifestamente r-pla per la V^. 

6. Si supponga ora che un punto descriva la varied T^f * an — k 
dimensioni e dell'ordine k !, luogo del punti ^-pli della /". Gli n — i 
pund coniugati descriveranno una varied ^ dell'ordine 

»i[("t")+('--)]=*'[CtV4 

Siccome per6 k — i degU n — i punti coniugad, coincidono col 
dato, cosi da questa si stacca k — i volte la r^""*', e quindi Tordine 
di 4^ sari : 

k^[{'+')+ik-^)]-ik-^)kl = k^{'+/); 

adunque : 

La varietd coniugata della varictd k-pla della /" i delFordine 

»- (* t -)• 

7. Da quanto si ^ detto al § 5, by si vede che tutte le C" che 
si appoggiano ai vari pund di una varied a k dimensioni e dell'ordine 
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V, segano ancora 2^, in una varied pure a k dimensioili e dell'ordine 
vf "•" ) + (^' — ^ — i)h c pcr6 esse giacdono sopra una 

varied a jfc -f- ^ dimensioni e dell'ordine 

dunquc : 

Le curve C" che si appoggiano ai ptiuii di una varieid a k dimen- 
sioni e d'ordim v, giacdono sopra una variod a i -f- i dimensioni e del- 

r or dine — (n — k -{- 3)(n — k). 

JL 

8. Se una C[ deve passarc per un pUnto dato, essa va assoggettata 
aw — I condizioni. Se il punto per6 non 6 dato di posizione^ ma 
deve giacere in un dato S^, la C" viene assoggettata soiamente ad 
n — r — 1 condizioni, e per6 le C\ ^-secanXi un dato 5^ soho : 

(„ _ i) _ ^(„ _ r — i) = ,ir — (» — i)(|t — i) 

volte 00. 

Supposto [x. = r -}" i> si ha che : 

Lt Cj* cht incontrano in r -j- i punti un dato S^ , sono oo'^^'*'*~"^ 

Da questa formola si vede che le C" che incontrano in n — i 
punti un dato S^_^ , sono in numero finite, e che per r < « — 2 non 
vi sono in generate C" che incontrino in r -[- i punti un dato S^, 

Si puo ora dimostrare che: 

Fi i una sola C" che incontra in n — i punti un dato S^^^. 

Ed infatti questo S^_^ sia determinato dall'ititerse2done di S,^^ con 
un altro spazio an — i dimensioni di equazione : 

I punti comuni a questo e ad una C" sono dati dall'equazione 
(S3): 

«;/.(^) + «;/.(>) + • • • + c/... w = o, 
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e per6 se S^_, deve incontrare C* in n — i punti, occorre che la 
sudetta equazione e I'altra : 

(S3) abbiano n — i radici comuni. 

Ora dette due equazioni contengonOy oltre di \ altre n — i varia- 
bili le quali si potranno determinare in uno o piii modi, in maniera 
che le dette due equazioni abbiano n — i soluzioni comuni. 

Adunque esisteranno uno o piCi gruppi di n — i punti coniugati, 
contenud nel dato S^ ,. 

Si pu6 per6 subito vedere, con un procedimento geometrico, che 
nel detto S^_^ non puo esistere piu di un solo gruppo. 

Infatti sia ^^ , ^^ , . . . , A^_^ un gruppo di n — i punti coniugati 
contenuto in S^__^ , intersezione di questo con una determinata C". Gli 
n — 2 punti A^y A^y . . . , A^_^ determinano un S^_^. Se da questo si 
proietta la detta C" sopra un piano 11^, si avri per immagine una 
conica (f^ passante pel punto comune a n^ e ad S^__j, giacchS 6 
Fimmagine del punto A^__^. Proiettando dal detto S^_^ le altre C* , si 
avranno per immagini curve che incontrano la conica 7, negli n -]- 2 
punti fissi, immagine degli n -f- 2 punti P^ , e in altri punti variabili. 
Se ammettiamo ora che nel detto S^^ vi sia un altro gruppo di n — i 
punti coniugati, dei quali k siano in S^_^ (k = Oy i, 2, . . .), allora 
la curva che passa per essi, avri per inmiagine una curva d'ordine 
fi — ky avcnte per punto multiplo d'ordine n — k — i, giacchS 
sarebbe rimmagine degli n — k — i punti del gruppo non contenuti 
in 5^__^. Ma allora tale immagine d'ordine n — k avrebbe comune colla 
9, gli w -j- 2 punti fissi e altri n — k — i punti riuniti in 0, cio6 in 
tutto n -{- 2 -^ n — k — I = 2n — k -{- i punti, mentre non do- 
vrebbe averne che 2 (n — k)y numero che 6 sempre minore del primo. 
Adunque nel dato S^_^ non pu6 esistere piu di un solo gruppo di 
n — I punti coniugati nella /". 

9. Si puo allora stabilirc una corrispondenza univoca tra i punti 
e gli S„_j di 2^_, , per modo che ad un punto corrisponda 1*5^^^ 
dcterminato dagli ;/ — i suoi punti coniugati, e ad un S^_^ corrisponda 
Rend, Circ, MaUm,, t. XIII, parte i^. — Stampato il 12 giugao 1899. 36 
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il piinto coniugato dell'unico gruppo di if-^x punti contenuto in esso. 

Si pu6 ora provare che se un punto V giace in tm dato S^^_^ , il 
suo spazio S^^ corrispondente deve passare pel punto P, corrispon- 
dente di S^_^. 

Sieno infatti 

le equazioni ddlo S^_, c S],_, chc incontrano 2^^ n^i spazt S^^ e 
S^^ rispetdvanientc. 

Mora gli n — i punti coniugati contenuti in 5^^ sono dad diUe 
n^^ \ soluzioni comuni aile due equazioni : 

(I) Z«»/»W = o 

(S 3). e 

L'altro valore di \ chc soddisfa k (i), determina il punto P. 
Analogamente gli n — i punti coniugati contenuti in S^_^ sono dati 
dalle w — I soluzioni comuni alle equazioni (i) e 

(3) Z«;AW = o. 

L'altro \'alore di X che soddisfa la (i), d-i la posizione del punto P'. 

Segue che gli n valori di a che determinano il gruppo della /* , di 
cui n — I punti giacciono in S^_^ e l'altro i P, sono funzioni lineari 
dci coefficient a^ e j^ tali che sostituendo in esse al posto dei coeffi- 
cicnti fl'j i cocfficicnti flj, si avranno gli n valori di X che fonnano 
il gruppo della i" , di cui n — i punti giacciono in S^_^ e l'altro punto 
i P* e viceversa. Segue da cio che se il valore di X che individua il 
punto P, soddisf^i la (2), il valore di X che indiudua il punto P, deve 
Sixldislare la (3) per simmerria; e pcro se P* giace in 5^^^, S^_^ 
jvisw per P. c. D. D. 

Allora la corrisponJenza cosi subilita tra i punti c gli iperpiani 
Ji V una p.\r*rita orJinarid, 
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Siccome un gruppo di n pund coniugad non giace mai in un 
iperpiano di 2^,, cod affinchi un punto possa giacere nel suo iper- 
piano polare, occorre che esso coincida con qualcuno dei suoi n — i 
pund coniugad, e pero la quadrica fondamentalc delia polarid sudetta, 
non e altro che la varied doppia della /", la quale, come si £ gii 
visto (§ 4), c realmente ad n — 2 dimensioni e del 2° ordine. 

Osservisi ancora che siccome lo spazio polare di un punto & 
quello djterniinato dagli n — i suoi pund coniugad, cosl gli n pund 
di un gruppo della /* sono i verdci di un ennaedro autoconiugato 
nella pokritd. 

10. Se un punto descrive un S^_, di 2^_, , il suo spazio polare 
possa costantemente per il polo S^ di S^_^ , e per6 : 

La varietd del 4° ordine (§ 5, b) coniugaia di un iperpiano di 
2^1 > ' anche il luogo dei soitogrnppi di n — i punii della /", giacenii 
negli iperpiani della Stella, che ha per centro il polo delViperpiano siesso. 

11. Se da uno qualunque dei pund P^y ad es. Pl'\ si proietta una 
C", si ha un cono d'ordine n — i, che 6 segato da 2^_, in ima curva 
C, d'ordine n — i, passante per w -f- i pund fondamentali Qo'^\ 

Proiettando dallo spazio n^^^ , a n — 3 dimensioni, determinato 
da altri n — 2 pund P^, la stessa C", si ha un cono ilT^.,, a n — i 
dimendoni e del 2° ordine, che e segato da 2^ . in un cono Kt ,, 
pure del 2^ ordine e ad « — 2 dimensioni, avente per verdce lo spazio 
n . an — 4 dimensioni, inter sezione di n. , con 2. .. 

Questo n^_^ passa per gli [ j pund fondamentali, inter- 

sezione di 2^_, colle f j rette che uniscono gli « — 2 pund P^ 

considerad. 

La C, e il cono Kl__^ hanno in comune 2(« — i) pund; per6 
gli n — 2 pund fondamentali, comune intersezione di 2^__, colle n — 2 
rette che da 1^*' proiettano gli w — 2 pund P^ contenud in U^_^ , 

O 00*'^ ^ il punto in cui la retta che unisce i punti P\^\ P{/^ incontra 2,_,. 



284 M* Morale. 

sono fissi e quindi i pund variabili comuni sono solamente 

2(n — i) — (n — 2) = n. 

£ facile poi constatare che questi n punti sono quelli in cui la 
C* considerata incontra 2^ ,. 

Variando la Q si avranno in 1^_^ due fasci, Tuno di curve C, , 
d'ordine n — i, e Taltro di coni /f^.^, i quali descriveranno la /* come 
luogo dei gruppi di n punti variabili, comuni ad una curva ed al cono 
corrispondente. 

I coni Kl_^ che da n — 2 punti P^ proiettano una data C*,sono 

in numero f ' )^^( p ^ siccome ad ognuno di essi si pu6 

associare ciascuno dei quaitro coni a 2 dimensioni e dell'ordine n — i, 
col vertice in uno dei quattro punti P^ rimasti, cosi la /" si pu6 gene- 

in 4f "^ ] modi differenti mediante due fasci proiettivi, I'uno 

di curve d'ordine n — i normali di 2^,_, , e l*altro di coni quadrid ad 
n — 2 dimensioni dello stesso 2. 



rare 

4 



«— r 



Osserva^ione. — Per w = 3 6 facile constatare che le 4 ( ^ * J = 20 

maniere di generare la /j, si riducono a 10 solamente, perchd queste 
maniere a due a due coincidono. 



Bagni Cannicatdni, ottobre 1898. 



M. Morale. 



285 



COMPLEMENT A L'ANALYSIS SITUS; 



Par M. H. P i O o a r i, i Paris. 



Adunanxa del x6 marso 1899. 



SI. 

IntroducUan. 

Dans le Journal de I'fcole Polytechnique (volume du centenaire 
de la fondation de Tficole, 1894) j'ai public un mteioire intitule ^fi^- 
lysis situs, ou j'^tudie les vari^t^s de I'espace i plus de trois dimen- 
sions et les propri^t^s des nombres de Betti. Cest k ce m^oire que 
se rapporteront les renvois que je serai amen^ k faire fr^uenunent 
dans la suite, en mentionnant seulement le titre Analysis situs. 

Dans ce m&noire se trouve £nonc^ le theorteie suivant: Pour 
toute variiti fermit, Its nombres de Betti igdknunt disiants des extrl- 
mes, sont igaux. 

Le m£me thtortee a hh £nonc^ par M. Pi card dans sa 
Thiorie des fonctions algibriques de deux variables. 

M. Heegaard vient de revenir sur ce m£me probl^e dans un 
travail tr6s remarquable, public en langue danoise, sous le titre « For- 
studier til en topologisk teori for de algebraiske Samtnenhang » (Copen- 
hague, det Nordiske Forlag Ernst Bojesen, 1 898). D'apris lui, le thto- 
rcme en question est inexaa et les d^onstrations sont sans valeur. 



Avant d'examiner les objecoons de M. Heegaard^ 3 oonvknt 
de faire one disdncdon. H y a deux maniires de dtfnir ks nombca 
de Betti. 

G>nsid^ons une vznttt V que je supposerai, par egemple^ fenntq 
sdent V,, V,, ... , V,, n varies i p Ammmtm% finaant parde de 
V. Je suppose qu'on ne puisse pas trouver de variM i ^ -|- i dh 
mensions, £usant parde de T et doat v, > v,» • • • , v. c jo n i rinient k 
firond&re comply mais que, si on leur adjoint une (n-^ iy^ variM 
i p dimensions, que f appellerai t;,^, et qui fera parcie de F, on poine 
trouver une vari£t& i p-^ i dimensions, £usant partie de F^ doot 
v^f v^j ... , v., t^^^, constituent k (toatjtrtctm^ixtctceladefiidqm 
mamire que Van ait cbaisi la (n^ ly^ variiU v^,. Dus ce ca% oq 
dit que k nombre de Betti est ^;al i ft 4* i pour les variMs 1 p 
dimensions. 

Cest k definition adoptfe par BettL 

Mais on pent donner une seconde definition. 

Supposons que Ton puisse trouver dans V une variM k p-\- 1 
dimensions, dont Vt> v,, • • • » v« constituent k frantijire oompldq 
j'exprimerai ce fait par k rdation suivanta: 

que j'appellerai une homologie. 

n pourra se faire que sur k frontidre complete de notre variM 
ii P -^ 1 dimensions, une mcme vari^ti t^, se retrouve plusieurs foi^ 
dans ce cas, elle iigurcra dans k premier membre de I'homologie avec 
un coefficient^ qui devra £tre un nombre entier« 

lyapris cette definition, on peut additionner ks homologies, ks 
soustraire les unes des autres, les multiplier par un nombre entier. 

Nous conviendrom egalement qu'il est permis de diviser une homo^ 
logie par un nombre entier, quand tous les coefficients sont (Uvisibks 
par cet enricr. Par consequent, s'il y a une variite i p*^! dimensions, 
dont la frontiere complete sera constitute par 4 fois k varieti v, , 
nous convicndrons qu'on peut ecrire non seulement I'homologie : 
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mm encore rhomologie: 

Vj c>o o; 

de sorte que cette homologie signifie qu'il y a des vari^tis k p -^ i 
dimenaons, qui admettent pour frond^re complete la vari^£ v^ ou ua 
certain nombre de fois cette vari^i. 
L'homologie 

signifie qu'il y a des vari^t^ i p -{- i dimensions, qui ont pour 
fronti^e complete 2 fois v^ et 3 fois t;,, ou 4 fois v, et 6 fois v^, 
ou 6 fois t^, et 9 fois v^y etc. 

Tdles sont les conventions que j'ai adopts dans VAnalysis 
sUuSy page 19. 

Je dirai que plusieurs vari^t^ sont ind^pendantes, si elles ne sont 
pas li6es par aucune homologie i coefScients entiers. 

Si alors il y a « vari6t6s ind^pendantes i p dimensions, le nombre 
de Betti, d'aprte la seconde d^nition, est ^gal 4 n -f- i. 

Cette seconde d^nition, qui est celle que j'ai adoptee dans 
VAnalysis situSy ne concorde pas avec la premiere. 

Le thfortoie ^onc^ plus haut, et critique par M. Heegaard, 
est vrai pour les nombres de Betti, d^finis de la seconde mani&re, 
et feux pour les nombres de Betti, d^nis de la premiere manidre. 

C*est ce que prouve I'exemple cit6 par M. Heegaard, page 86. 

Si Ton adopte la premiere d^nition, on a : 

p. = 2, p, = i 

et par consequent 

P, < Pr 
Si Ton adopte, au contraire, la seconde definition, on trouve : 

P, = j, P,= i, 
et par consequent 

P = P 

confonnement au theortoie ^nonce. 
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Cest ce que prouvait 6galement un exemple que j'ai dti, mcri- 
mfime, dans Y Analysis situs. C'est le 3*"* exemple, page 51. Mais en 
renvoyant i cet exemple et i cette page de V Analysis situSy je dois 
signaler une faute d'impression, qui pourrait gfiner le leaeur (*). 

Au lieu de 



il faut lire 



au lieu de 



il faut lire 



ABB'A'^DD'CC, 



ABB'A'=CCDD'; 



AB^B'D'^CA\ 



AB^B'D'=CC. 



Nous avons formi (page 66) les Equivalences fondamentales, qui 
s'icrivent de la fafon suivante: 

2 C, ^ 2 C^ ^ 2 C^ ^ o, 4 C, ^ o; 

nous pouvons en d&iuire les homologies : 

4 Cj <v3 4 Cj ro 4 C «vj O. 

Comme, d'aprfes notre convention, on pent diviser ces homologies 
par 4, nous arrivons au systteie suivant d'homologies fondamentales : 

C^ f^ C^f>^ C c>^ 0. 

Si alors P^ et P^ sont lesnombres de Betti, ddfims de la seconde 
nianiire, on trouve 

P = P = I 



(*) J^ profite de Toccasion pour signaler un autre erratum de V Analysis situs, 
Au bas de la page 102, il faut lire : « ou plus pr^ds^ment les deux v^^,, auxquelles 
V appartiendra, appartiendront aux mcmes v^^^ aux m^mes Vj^-ji • . . , aux m^mes 
v^ ; de telle fa^on que la suppression de v^ et Tannexion mutuelle des deux i' ^, , 
ne changera rien aux v^^ , aux v _^ , . . . , aux Vp ». 
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Mais r^;aliti entre les nombres P^ et P, ne subsisterait pas si on 
avait adopt6 la premiere d^nition, qui est ceile de Betti; nous aurions 
toujours P^ = I, mais nous n'auridns plus P^ == i; 

En effet, il n'y a pas de vari6t6 i deux dimensions qui ait pour 
fronti^e compile la ligne ferm^e C, , sans quoi nous aurions I'&iui- 
valence C, ^ o. 

Ce qui est vrai seulement, c'est qu'il y a une vari6t6 i deux 
dimensions, admettant pour frontidre 4 fois la ligne C,. Done P, 
n'est pas 6gal i i. 

Revenons au thtor^me d*apres laquel les nombres de Betti, iga- 
lement distants des extremes, sont 6gaux. 

La demonstration que j'en ai donnte dans Y Analysis situs^ semble 
s'appliquer ^galement bien aux deux dlfinitionsdes nombres de Betti; 
elle doit done avoir un point faible, puisque les exemples qui pr&fedent, 
montrent suffisamment que le th^or^me n'est pas vrai pour la pre- 
miere definition. 

M. Heegaard s'en est bien rendu eompte; mais je ne erois pas 
que sa premiere objection soit fondte. 

Apris avoir dti la fa^on dont je d^finis les vari^t^s F, , V^f-y V^ 
(^Analysis situs, page 43), par les Equations <^ = o, F!' = o, il ajoute 
(page 70) « Enhver af Mangfoldighcdernt V skulde altsaa kunne vcart 
den fulstaendige Skoering inellem p Mangfoldigheder af h — i Dinun- 
sioner % C7 ». Cela n'est pas exaet, ear, outre mes egalitis, j'ai un 
certain nombre d'in^galites, que j'ai introduites au debut du m^moire 
et que j'ai neglige d'^crire de nouveau dans la suite; mes vari^t^s ne 
sont done pas des intersections completes. 

La seeonde objection est, au contraire, fondle. « Naar omvcndt, dit 

M. Heegaard, Homologien ^f^i^^ o ikke finder Sud, saa i U' kan 
legges en lukket Kurve V , saa ai 

men del er ikke sikkert, at denne Kurve kan udskoeres af nogen Mang- 
foldighed V ». C'est 14, en effet, le viritable point faible de la de- 
monstradon. 

Ktni, Circ. Matcm., t. XIII, parte i^. — Sumpato il 13 giugno 1899. 37 
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II est done n&essaire de revenir sur b question, et c*est Folqct 
du present travail. 

Souvent, pour simplifier les d^onstrations, j'ai envisage sed^ 
ment le cas des vari6t6s ferm^es i 3 dimensions, cx>ntenues dans I'espace 
i 4 dimensions. On pourrait facilement les itendre au cas g^niraL 

J'envisage, done, dans la suite, une vari6t6 V fermte, maispour 
ealeuler ses nonibres de Betti, je la suppose diviste en vari^£s]Jus 
petites, de fa^on 4 former un polyidre, au sens donn6 4 ce mot i 
la page 100 de Y Analysis situs, 

S". 

Sch&ma d^un polybdre. 

Consid^rons, done, eomme 4 la page 100 de V Analysis situs, un 
polycdre 4 p dimensions, c'est-4-dire une vari^ti V i p dimensions, 
divis6e en variitis v • les frontidres des v. seront les v. , , eelles des 
V seront les v , . . . , eelles des v^ (aretes) seront les v^ (sonunets). 

J'appellerai a^ le nombre des v.. 

Soient a\y al, ... , ai les diffirentes v . 

Soit a] une des vari6t6s v et a]~^ une des vari6t& v , qui 
lui sert de fronti^re. £tudions les rapports de aj et de a^,"*. 

Soient 

(0 f , = f , = . . . = f „_^ = f „_^^, = 0, <p^ > 

les 6galit6s et les inigalitis qui d6finissent a\~^ , d'apr^s la premiere 
definition des vari6t6s (^Analysis situs, page 4). 

Les relations qui difinissent a\ pourront se mettre sous la forme: 

(2) f^ = F^ = ... = f„_^ = o, F„_^,, >o, ?^>o. 

Dans ce cas, nous dirons que la relation de a\ et de ^J' ^^ 

dirtctt, 

Cette relation deviendrait inverse, si Tune de ces deux varittcs 
itait remplac6e par la varictc opposcc; clle redcviendrait directe, ^^ 
cbacune des deux varict6s 6tait rci"nplaccc par la vari^te opposce. 



t 
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On salt qu'une vari^ti est remplrxie par la variiti opposie {Ana- 
lysis situs y page 15), quand on permute deux des fonctions F (qui, 
egaltes A z6ro, donnent les 6quatio:is qui d^finissent la variiti), ou 
qu*on change le signe de Tune d'elles. 

Ainsi les deux vari6t6s 

F, = F, = F3 = 0; F, = F, = 0, F3 > 0; 
F, = F, = F3 = o; F^ = F^ = o, F, < 0; 
F, = F, = F3 = 0; F, = F3 = o, F, > o; 
sont en relation directe; tandis que les deux vari^tfa 

F, = F, = F3 = o; F, = F, = o, F, < 0; 
F, = F, = F3 = o; F, = F3 = o, F,>o; 

sont en relation inverse. 

Cela pos6, soit e? . un nombre qui sera 6gal 4 o, si aj""* n*est pas 
frontiere de a?; i -j- i, si a^^ est frontifere de a? et en relation 
directe avec aj; et, enfin, 4 — i, si a^r' est frontiire de aj, maisen 
relation inverse avec af. 

Nous conviendrons d'dcrire la congruenu 

(3) <sZ.f..a»-', 

qui nous fait connaitre les fronti^res de af. 

L'ensemble des congruences (3), relatives aux diflf<ferentes v^, 

v^_x > • • • > ^o ^^ ^f constitue ce qu'on pent appeler le schima d'un 
polyidre. 

On pent se poser deux questions : 

1** Un schema itant donni, existera-t-il toujours un poly&ire, qui 
y corresponde ? 

2** Deux polyMres qui ont nicme sch&na, sont-ils hom6omorphes ? 

Sans aborder, pour le moment, ces deux questions, chercboQ$ 




1 y en aura un qui sera i^a\ ^ 
tous les autres seront igaux i o. 

Ce n'est pas tout; ciivisaigcons I'une quekonque des 
aconple, et uiie qudconque des v , , ii\~' par exemple. 

Dc deux choscs, I'une : ou bien a\~' a'appariiendra pas 'i oj, li 
dans cc cas tout Ics produits 

(4) -Jj-S' 

seront nuls, car si a'~' n'appanient pas i a*, le premier £iicicur est 
nul; si, au contrairc, ay' apparticiit 4 dT, la varit-tc a'"' nepeutpit 
ap|>artenir i n*"' (sans quoi, cUc appaniendrait i «T, contraircmcnt i 
rhyjioth^se), et le second facti;ur doit itrc nul. 

Oil bien a^' apparticndra \ uj; mais alors nous pourrons r» 
sonner sur b \-ari^t»^ a], comme nous raisonnions tout k Theure sat 
la variiti T, et nous conclurons que a\~' doit sparer, I'unc de i'auir^ 
deux des varii^E^s v , qui appartiennent & a!, et deux seukmeni: 
soieot a\~' et a\~'. 

Panni les produits (4) il n'y en aura que deux qui ne setoot 
pas nuls, i savoir 

Pour tous les autres, en cffet, ou bien aT~' n'appartiendra pisi 
jl?, ou bien a\~' n'appartiendra pas i ay. 

Ces deux produits sent d'ailleurs 6gaux : I'un i + I, Tautre i — '■ 
On aura done dans tous les cas : 



(5) 
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Nous avons de m&ne 
et, plus g6n^ralement, quel que soit k : 

La relation (5**") peut fitre regardie, i un certain point de vue, 
comme un cas particulier de la relation (5). 

Soit P la portion de I'espace i p ^ i dimensions, limit^e par le 
polyfedre F; alors la frontifere complete de P se composera des diverses 
vari6t& v., qui, par leur ensemble, forment V; nous pourrons done 
^crire, au sens de la congruence (3), 

(3"-) P^Z< 

« 

ou encore 

t 

oil les nombres e^t' seront tons, par definition, cgaux i i. 
A ce compte, la relation (j**^), qui peut s'icrire 

n'est plus qu'un cas particulier de la relation (5). 

Nous avons, ensuite, chaque v, qui a pour limites deux t;^, et 
deux seulement, ce qui nous donne des congruences (3) de la forme: 

et une relation analogue i (5) et (j"*): 

qm rentrerait encore dans la forme (5), en convenant de faire tous 
les e** igaux 4 -|- i. 
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D*autre part, cnvisageons t'une des a% Kiut.-& les aj" mqids| 
cUe sen de fronticrc; touies ks a**', auxqudles ccs a'*' semmfcl 
frondcres et ainsi de suite. L'onsemble dc toutes ccs vui^tb a» 
luera cc que nous avons appcl^ un asttr {Analysis situs, pi^ lO&y 

Noes avons vu (!oc. dl., page 107) que le polyedre qii oro 
spond d un aster, doit Sire simplement connexe. Ainsi une ccufc" 
pour qu'un polyt-dre puissc correspondre 4 un scb^a dooni, ;'s 
que les poly^dres qui correspoudrat aux dift^rents asters, d'urii ^ 
convendon de la page 107 dc V Analysis silos, soient tous siia^tnec 
conncses. 

Considtrons maiiiieiuut une des dj, tomes les at~' qui lui serflJ 
de frontidres, les a\~' qui scrvciit de frontiircs ik ces aT~' et unait 
suite. Get ensemble de varit-i^ constituera un poly6dre i q dimenaotts; 
nous supposerous que ce polyedre soit simplenient connexe. 

Ce a' est plus U une condition n^cessaire pour qu'un polyidrt 
puisse correspondre au schteia; c'cst simplemeut une condition •{%, 
sauf avis contraire, nous supposerons rempUe. 

Pour iclairer ces d^nidons par quelques excmples, voyons d'aborf 
quel est le schfma du titraidre gintralisi, d^fini i la page 105 {Ana- 
lysis situs). 

Les faces de ce titraiJdre seront di-finies par les m -j- l ^uations: 



TO 



, z:^ O, X, = 0, 



«, + '.+ ••■+'.= 



On obtiendra les a/ en suppriinant 7 -{- i de ces ^uadons; poor 
d^timr le sens dc la variiti a% nous supposerons qu'on supprime ces " 
y -j- I ^uadons, niais sans changer t'ordre des n — q Equations 
rcsrantes, 

Cela posi^, considiirons la relation de aj et de a*"' et cherchons 
i determiner le nombre t].. 

D'abord, pour que flj~' appartienne i a?, il feut que fl^~' sfflt 
d^nie par les n — q Equations qui d^nissenl a1, auxquelles on devn 
adjoindre une (n — (/-j-i)"" tJquadon, prije parmi les ^uations (6). 
S'il n'est pas ainsi, le nombre sj sera nul. 
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Supposons, done, que aj"* soit obtenu en supprimant le$ q Equa- 
tions qui occupant les 



rangs. 



Supposons que a? soit obtenue en supprimant, en outre, la p*°* 
Equation; alors le nombre e? . , dont la valeur absolue sera toujours 
Egale i I, aura mEme signe que le produit: 

D est ais6 de verifier alors que la relation (5) a lieu. 

ConsidErons, en effet, la variEtE aj"* , obtenue en supprimant les 
Equations de rang a^, «^, ... , a et la variEtE aj, obtenue en 
supprimant, en outre, les Equations de rang {i et y. (D est clair que si 
a] ne s'obtenait pas en supprimant les mEmes Equations que pour ^J"* , 
plus deux autres, tous les produits «i.e!7' seraient nuls). 

Dans ce cas, tous ces produits seront encore nuk, sauf deux: 



c 



qui correspondront aux deux variEtEs a]"^ et aj~% obtenues respective- 
ment en supprimant les Equations de rang a^, a^, ... , « , ^ et 
celles de rang a^, a^, ... , a^_,, y. 
Alors les quatre nombres 

auront respectivement mEme signe que: 

(Y — P)(Y — «,) (Y — «a) • • • (Y — «,-,)> 
(P - a,)(P _ a,) . . . (P - a^_,), 

(Y-«,)(Y— O ••• (Y — «a-.)- 
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On virific ainsi que les deux produits, qui ne scat pas nuU, soni 
6gaux et de signe contraire. c q. f. d. (') 

S III. 

Xotnbrea tie Setti rMttit«. 

Jc m'cn vaJs chcrcher, maiutcnam, 1<3 nombrcs de Bctti, reboft 
i un polyMre, tnais a6n d'^ter I'^quivoque, doni j'ai signals pbs 
ham la possibility, je comieiidrai de d^nir ces nombres de la snmii 
ftuinUre, c'est-i-dire que P — i sera le nombre de variitiis {amies i 
q dimensions, que Ton peut tracer siir notre poIyMre V et qui soot 
liniairemenl iruUpemlantis, je veux dire, qui ne sodi Uees par mcast 
homolo^ i coefficients entiers, au sens de VAnaiysis situs, page 18. 

Mais je me proposerai d'abord de determiner le oombrc P. — l 
dcs variit^s d q dimensions, ferm^s et liniairemenl ind^pendontcs, <f3C 
1*011 peut tracer sur notre poly&lre F, mais en nous bormni d ciHes 
qui sont^ dts combinaisons des varUUs v . 

Le nombre P' sera, alors, cc que j' appellerai le nombrt tie Bitli 
riduit. 

Les variitfa i q dimensions, qui sont des combinaisons des r,, 
pourruut ividemment i^trc repriscnttes par : 

les )>^ itant des coefficients entiers et les lettres a\ continuant i liia- 
gner les diffirentes variitis t' . 

Quelle est d'abord la condition pour que la variiti Z^.*^! ^ 

fermfc? 

Pour cela, cherchons qudles sont les variiJtfa v , qui foroient 
les frontii:res de cette varii^ti. Pour les trouver, il suffit ivideniffloit 
de remplacer a\ par sa valeur donnie. par la coi^rueuce (3). 



(•) Le polyWre ainsi dOfini, ainsi que lout polytdre dn dimensions, Hnnt'I* 
M-|- I vari6t6s planes, s'appdlcra Uliaidic ^initalisi rtclitigni. J'appeUerai Wr«M" 
ginirdlisi toutc variiti homfomorphe a un tttra^drc ginfiralisi rectifigne. 
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Get ensemble de variitfa frontiferes sera done donn6 par la 
formule : 

• ; 



Pour que la vari^ti ^\^] soit fermie, il suffit, done, que Ton 

i 

ait idendquement : 




e'est-i-dire que, quel que soit /, on ait : 

2;x.ej =0. 

En d'autres termes, la vari6t6 ^\o^l sera fermte, si Ton a: 

i 

(7.?) Z^^r^O' 

i 

en vertu des congruenees (3, q); j'appelle ainsi eelles des eongruenees 
(3), qui lient les a? aux ay'\ 

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent exister entre 
les vari6t6s a]. On obtiendra toutes ces homologies, en eombinant 
eelles que Ton pent obtenir de la fa^on suivante. 

Consid^ons la eongruenee : 

(8) «r=i«i,r<> 

qui, d*aprds la eonvention que nous venons de faire,. est une eon- 
gruenee (3, y -{- 1); rempla^ons le signe ^ par co, et le premier 
membre par z6ro; il viendra: 

(9,q) ZC^'-'O- 

Cette homologie aura ividemment lieu, puisque, par definition, elle 
exprime, eomme la eongruenee (8), que les a? forment la frontiire 
complete de a|"*"". 

Rend. Circ. Miitjtn., t. XIII, parte x^.^Stampato il 14 giugno 1899. i^ 
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NoO» d^lncmt^ohii ^Idli km {% <$>, ^illl )l'y eft (i pAs d'oUtres. 
Je d^signe cette homologie par (9, q) pour marquer qu'^Un ji iiM 
entre les a?. 

Je dis que si rhomologie (9, (^) a lieu, la congruence 

sera une consequence des congruences {$, f). 

Rempla^ons, en effet, les a] par l&Sts Valeurs, donnAes par ces 
congruences (3, q); il viendra: 



i«n''»?^zz«r«i''r- 



• ; 



Le second membre est id^ndquement nul en vertu des rekdons (5). 

Cela pos6, soit a le nombre des variitfa a1\ soit a' le nombre 
de ces variitfe qui restent disdnctes, si Ton ne regarde pas comme 
disdnctes des variit& liies par line hon^ologie de la forme (9, ^y, Soit 
a" le nombre de ces vari^is qui restent disdnaes, si Ton ne regarde 
pis dttoriie diSiiftctes des v^rifetftj li^s par uiie ctdhgfueii^e de k 
forme (7, q). 

n rtsulte de ces dSfiniddrls : 

1^ qu'il y d *j -^ *^ homologies distbctes de k forme (% j); 

2^ qu'il y a a^ ^^ *^' cohgniences distliictes de k fbtme (7, if); 

f que 

car si plusieurs a\ sont lites par une homologie de k forme (9, y), 
i^Ui^ si^nont lite fegateftiertt pir k odngrUencfe (m, y) corWspbndafttc 
Enfiil le ndthbre chercbS P^ ^ i est ^ i 

fit — » a 

car les variitfe ferm6es de la forme 2^X. a\^ r^ellement disdnctes, sont 

<^ AOthbf^ i^Ai 4 eelui des cdngruences (7> 9), c'est-d-<lii« au nOmbre 
d« ft. — ft" 

Le nombre P' — i est le nombre de ces vatifitfc qui restent 
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distinctes, en ne regardant pas c-omme disdn^tes peUi^ ^yi ^i|t li^ 
par une homologie (5, q). Or Je nombrig d? §m hmnpJegk§ gst ft^-rri^i 
nous avons done : 

Soient aj , ^J , . . . , aj d^^ Y4ri^t4§ V, , m Aopabre 4? ? e^ 

•,•$•• 

les congruences (3) correspondantes. Formons les homologies corre- 
spondantes : 

La condition n^essaire et suffisante poqr qua ass hemolegiM saiiQpt 
distinctos, c'est que Ten a'ak ^ntre les i vaii^tis 4f , af , . . . , af au- 
cune congruence de la forme: 

Le nombre des homologies distinctes est done igal au nombre des 
a] distinctes, en tenant compte des coQgrueaces (7, f). Dcmic: 

• »# 

ou 

Nous aurons d'autre part 



«o= ^ 



Si, en effet, on pent ailer 4'iU) swmiet queloonque ^^ 4 un autre 
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sommet quelconque a?, en suivant des arfites (c*est-A-dire si le po- 
lyMre est d'un seul tenant), on aura Thomologie : 

c*est-i-dire qu'il n'y aura qu*un seul sommet distina, en tenant compte 
des homologies. 

Envisageons maintenant la congruence (3**") 

rhomologie correspondante s*toit: 

et il n*y a pas d'autre homologie (9, />). Done 

De plus, le polyfedre teint d'un seul tenant, une seule des combinaisons 

^ \a^^ pourra 6tre fermie, c'est le polyMre lui-m£me dans spn entier, 

reprfaent^ par la formule ^ af. 

Nous aurons done une seule congruence de la forme (7, p) : 

Done 

«^ = % "T ^y ^p = ^p' 
Nous avons done la s6rie d'6quations: 



«o = 0, 



«o = «o + «.. «. — », = ^. — I. 



*#^r = ** T + «,.i **. . — a* = -Pi. — I* 

p — I p—l I p' p— 1 ^ — I ^p — I *> 
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d'oCi I'on tire ais^ment : 

«, — V' + V» ~ • • ■ ± *. ^ *o = 1 — iP'p-. — I) + • • • 

tout i fait analogue i la formule: 

«, — v> + v» "" • • • ± *. T »o = » — (^.-. — + • • • 

jue nous avons trouvte dans Y Analysis situs, page 121. 

Siv. 

Subdivision des JPolyed/res. 

Consid6rons un polySdre V^ k p dimensions, avec ses diverses 
irari6t& : 

4> ^rs • • • > <> <• 

Supposons que Ton subdivise chacune des variitis af en plusieurs 
autres, que j'appellerai les if; soient ensuite b^^ les variitfa i p — i 
dimensions, qui servent de frontifere aux b\\ soient bt"^ les vari6t& d 
p — 2 dimensions, qui servent de fronti^res aux ij~'; ... et, enfin, i? 
les vari6t& i o dimensions (sommets), qui servent de fronti&res aux 
h] (arfites). 

On aura ainsi un nouveau polySdre V'y qui sera d6riv4 du po- 
lype V, au sens que j'ai attach^ i ce mot i la page 101 de V Ana- 
lysis situs. 

On pent supposer, d'ailleurs, que si une vari^6 v , simplement 
ou multiplement connexe, sert de frontidre i deux variitfa ij et i|, 
die ne forme pas forciment une seule des variit& hV~\ mais pent 
itre elle-mfime subdiviste en plusieurs variitis ij~\ Dans ce cas, pour 
reprendre la terminologie des pages 102 et 103 de V Analysis situs, 
res variitis b\~^ seront irriguliirts et les variitis i?"*, qui les s6parent 
.es unes des autres^ seront singuliires. 
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Cela pos^, recherchons une classification des vari^c^ ^. 

Si une vari^ti bl ne fait pas partie d'une des vari^tfa aj, elle 
fera parde d'une des variitis a^*, ou d*une des vari6t6s (A'*'*, * • • > 
ou, tout au moins, d'une des varittis c^.. 

Peut-elle faire partie i la fois de deux variitfa aj et al^} 

D'apr^s la fa^on dont la subdivision a M supposte faito, en 
ajoutant toujours de nouvelles fronti^res, sans en supprimer jamais, 
cela ne pourra arriver que si ces deux vari^6s aj et aj* son^ contigties 
et ont une fronti&e conMnune aj*"^* , et si if fait partie de cette fron- 
ti^re al^\ 

Je suppose alors que b] fasse partie de a^.^ et ne fasse pard^ 
d'aucune variiti aj*, ou m <^h. La vari6t6 fly existe toujours et Pon 
a h'^q; de plus, la vari^ti a^. est unique, c'est-i-dire que bl ne peut 
faire partie i la fois de deux variit^s diffirentes a!j et aj. 

Si done je conviens de ranger dans une m*me classe toutes les 
variit^s b\ , qui font partie de la variiti a^. , sans faire partie d'aucune 
des vari^fa a^y ou m < fc, toute vari6t6 b\ fera partie d*une classe et 
d'une seule. 

Je pourrai alors repr^s^nter b\ p^ une notation i quatre indices 

*!• = B(q, K U *); 

I'indice q indique le nombre des dimensions de b\ ; les indices i!r et / 
indiquent que b\ fait partie de ia classe a^.\ et Tindke k sert k dir 
stinguer les unes des autres les diffifarentes vari£t6s d'une m£me dasse. 
On a fe > y. 

Nous aurons, alors, pour d^nir le polyidre T et sa subdivision : 
1° Les congruences (3, y), relatives au poly^dre F, que j^&rirai; 

(3, q, ^?^5!<;^'"- 

2* Les Equations qui donnent la subdivision de la vari6t6 a\: 

(l>9>0 ^\-=-^B{q,q,i,l). 

k 

f Les congruences analogues aux congruence (3XBaais 
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au poly^dre V; je les icrirai: 

Les C sont des nombres igaux i ±: i, bu i o; ils dependent des 
sept indices y, h^ ;, jfe, h\ j\ k\ de sorte que je les icrirai, quand 
cela sera nicessaire, sous la forme : 

Uq, h, j, k, v, y, v). 

Sous le signe ^, les indices h\ j\ k* peuvent prendre toutes les 
valeurs. Observons, cependant^ que les B(^q — i ), qui servent de fron- 
tiere i B(^q, fc, ;, jfe), doivent, comme 5(^, fe, ;, ft), faire portie de 
a!'. ; mais pourront faire partie d'autres variitds a^ d'un nombre moindre 
de dimensions^ itiais faisant pattie de a^.. On aura done 

h'^h, h'^q-i. 

D'ailleurs si h' = h, on aura f = j. 

Pour que les relations (i), (2), (3) puissent definir une veritable 
subdivision, elles doivent satisfdre k certaines conditions. 
Les relations (i, j, i), (3, y, t) donnent 

k 

Si dans le premier membre je remplace jB(y, y, i, k) par sa 
valeur, tir^e de (l, ^, qy i, ife), et ap' par sa valeur tirie de (i, y — i, /), 
les deux membres devtont devenir identique; voili une premiere con- 
dition, qui est ividente; elle n'est d'ailleurs pas suffisante. 

§ V. 

Infinenee de la subdtvlsUm »ti¥ tes n&mbres de jbetti 

r^duits. 

Soil X*^(?> ^> y> ^) ^^^ combinaison des vari6t6s ij, qui re- 
prisente une vari^t^ fcrm6e i y dimensions, de telle sorte que Ton 
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ait, avec nos notations, 

(i) Z«B(y, *,;,*) so, (b^a 

Parmi les vari^tis fc? qui figurent dans le premier membra de (i), 
r^unissons celles qui appardennent i une m^e classe. Soit 

SoLB(q,b,j,k) 

I'ensemble de celles qui appardennent i la classe a^j ; le signe de som- 
madon 5 signifie, done, qu'on ne prend que les vari6t6s d'une m&ne 

classe, tandis que le signe ^ signifie qu'on les prend toutes. 
On aura alors: 

(2) SaB(y, ft, ;, *) s XM(? - I, h\ j\ k% 

c*est-i-dire que Ja vari^tfe k q — i dimensions X P ^(? — ^> ^'> /> ^') 
forme la frondire complete de la variiti 4 q dimensions 



Les variit6s a.' doivent appartenir i la fronti^re de a , ou se 
confondre avec aj"; en effet, B(^q — i, /?', ;', ^') apparrient i fl-- et, 
d'autre part, i Tune des 5(y, /?, ;, i), qui fait lui-mcme partie d^ 
fly, si done a^' ne faisait pas partie de a*, B{q — i, fc', ;', i') ferait 
parti J d'une vari^t^ aj[*, partie commune d a^ et a*.', et qui aur^^ 
moins de /;' dimensions. Cela est contraire i la definition que no^^^ 
avons donn6e des classes. 

D'autre part a*.' ne peut pas se confondre avec a^. 

Soit, en eflfet, 

5.a.5(?, fc., ;\, ij = Za5(y, /;, /, k)-Sc,B(q, h, j,k) 

I'ensemble des vari^tes qui figurent dans le premier membre de ( 
et qui n'apparriennent pas i la classe a^'; on aura 6videmmenr: 

5.«.5('/, K, A, K) = -iPBiq - I, //, y, k'). 



1 
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Done B(^q — I, //, ;', k') doit faire partie i la fois de ^^ et de 
Tune djs 5(y, fc^, ;^, ij, et, par consequent, de Tune des ajj, diffi- 
renics de a\ Si done a^' se confondait avec a^, 

B(,q - I, //, y, i') = 5(9 - I, h, j, k) 

devrait appartenir i, une vari^t^ aj*, partie commune i fly et ayj. De 
deux choses, Tune : ou bien a^. ne ferait pas partie de a]\ , et alors 
on aurait encore m <C h^ cq qui serait encore contraire i la definition 
des classes; ou blen a^. ferait partie de ay{ , et alors on aurait h^ > h. 
Supposons que j'ai choisi la classe a*, qui correspond au plus grand 
nombre h, Alors on ne pourra pas avoir h^ > /?, et a*.' devra appar- 
tenir i la frontifere de a^. 

La congruence (2) entraine Thomologie 1 

(3) ZM(?-i, *',;•', JkO'-O; 

comme, d'autre part, a^ est simplement connexe et que toutes les va- 
riet^s B{q — I, b\ ;', k') sont situies sur k fronti&re de a^, le 
premier membre de (3), repriscntant une vari6t6 fermie b, q — i 
dimensions, situie sur cette frontifere, formera la frontiiire complete 
d'une varidt^ i q dimensions 

lyB(q,h'%r>k"), 

6galement simic sur la fronti^re de a^.. (H y aurait exception si Ton 
avait h = q). De sorte qu'on aura la congruence 

(4) ZM(? - 1, h', /', k') s Iy^(?. b", j", wy 

D'ailleurs, comme B{qy fc", ;", i") est sur la fronti^re de aj , il 
en sera de m^me de a^"; car si jB((/, /?", ;", jk") fait partie 4 la fois 
de aj" et d'une variitc a*', faisant partie de la frontiire de a^; ou 
bien a*» ne fait pas partie de aj.', et alors B devrait faire partie de 
a!^y ou m <; fc", et nous avons vu que ceh 6tait impossible. 

Rend, Circ, MaUm,^ t XIII, parte i^, — Stampato il 14 giugno 1899. 39 
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On a done 

b" < h. 

Les congruences (2) et (4) donnent 

SxB(q, h, j, A) = 1y5(?, *"> ;■"> *"). 

et, comme toutes les vari^tfes qui figurent dans cette congruence, font 
partie de aj, ou de sa fronti^re, comme, d'aut.e part, fly est simplc- 
ment connexe, on aura I'homologie 

SaB(y, b, ;, *) CO 2!y-S(9, b'\ j'\ k"). 

On pent, done, remplacer, dans le premier membre de (i), I'en- 
semble des termes SajB(^, fc, ;, K) par Tensemble des termes 

Si on op&re de m£me pour toutes les classes correspondantes 1 
une m£me valeur de b, la plus grande dc toutes, on aura remplac^ le 
premier membre de (i) par 

T^^B(q, fc,, ;,, *J, 

oil la plus grande valeur de b^ sera plus petite que la plus grande 
valeur de b. On aura, d^ailleurs, Fhomologie 

X«B(?, h, ;, *) CO X«a5(?> *,> Jzy K)' 

En continuant de la sorte, on pourra diminuer encore la plus 
grande valeur de ^. On ne sera arrets que quand on aura partout 
b = q. 

On peut done, finalcment, remplacer le premier membre de (i) 
par : 
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ct on aura d'ailleurs : 

(5) X'B(q, h, ;, *) c., I«,B(y, q, u, *J 

Cela pos^, dans le premier membre de (6) prenons les con- 
gruences qui appartienncnt i une classe d^terminie a)^\ soit: 

5«o^(?. iy joy K)- 
Nous aurons : 

(7) Sa^Bdq, q, ;„. *J s Ip„5(y - I, h\, j,, K). 

Nous verrions, comme plus haut, que a? doit faire parde de la 
fronti^re de a)^ , d'ofi h'^<^q (et, comme V^^q — i , on aura 

Soit alors: 

(8) < = Z5(?, ?,/o, *.) 

r^quation (i, y, y^), qui difinit la subdivision de la vari^ a)^, et 
soient -8(5^, 5^, /^, i) et ^(5^, y, /^, 2) deux vaiifetfa, figurant dans 
le second membre de (8); je dis qu'elles devront figurer dans le premier 
membre de (6) avec le meme coeflScient a^. 

Supposons, d'abord, que ces deux vari6t6s soient limitrophe^ 
parmi les varifetis k q — i dimensions qui leur serviront de frontiire 
commune, il y en aura, au moins, une qui n'appartiendra pas i la 
frontiire de aj^y qui fera, par consequent, partie de la classe a)^. 

Soit B(^q — i> ?> /o> ^) ^^^^ vari^t^ : elle n'appartiendra pas i 
aucune autre des variitis J5(j, q, j^^ k). 

Soit alors 

B(q,qyJoy = «r' 

(9) B(q,q,j„2)^,br 
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les congruences (2, q, q, j^, i), (2, q, q, ^, 2^ (2, q, q, j\, *), 
qui nous font connaitre les frontidres des variitis B (y, y, / J. Voyons 
avec quel coefficient e la variiti B{q — i, q, ;^, i) figurera dans 
ces congruences. 

I^aprds ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient 
4" I dans la premiere, avec le coefficient — i dans la seconde, avec 
le coefficient o dans les autres. 

Soient done a^ et «^ les valeurs des coefficients a^, correspon- 
dantes aux deux vari^tis B(^qy q^ ;^, i) et 5(y, q, y^, 2). 

La combinaison des congruences (9) nous fournira une congruence 

(10) Sa^B(iq,q,j,,K) = tbr, 

qui devra ctrc identique 4 (7), et le coefficient s, avec lequel figurera 
B(y — ^» ?> /o> ^) ^^^^ ^^ second membre de (10), sera ividenunent 
ttj — «^. Mais B(^q — i, q^ ;^, i) ne peut pas figurer dans le second 
membre de (7), puisque nous avons vu que dans ce second membre 
on doit avoir h'^^^ q — i. Done on doit avoir a^ — a^ = o. 

Ainsi les deux varietis B^q^ q^ j^y i) et B(^qy y, ;^, 2) devront 
avoir m&ne coefficient a^, si elles sont limitrophes. Cela sera encore 
vraiy si elles ne le sont pas^ parce que a|^ ^tant d'un seul tenant, on 
pourra passer d'une de ces variit^s 4 Tautre par une suite d'autres 
vari^t^s analogues, cbacune d'elles ^tant limitrophe de celle qui la 
pric^e. 

Done le coefficient a^ est le meme pour toutes nos variitis. D*ou : 

5«o^(9> ?> /o> *o) = aoZ^(?> 93 /o> *o) = «o<- 

« 

La congruence (6) et I'homologie (5) peuvent done s'icrire: 

Si un nombre quelconque de congruences de'la forme (i) sont 
distinctes, c'est-i-dirc si aucune combinaison lintaire de leurs premiers 
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membres n'est pas homologue 4 o, jc dis que les congruences (6**") 
seront 6galement distinctes, et ridproquement. 

En eflfet la comparaison des relations (i), (5*"'*) et (6**") montre 
que si Ton a 

on aura 6galement 

et r^ciproquement. 

n r6sulte de 14 que si les aj et les bj sont simplement connexes, 
les nombres de Betti reduits sont les mimes pour les deux poly 6dres 
V et v. 

Soit maintenant IV une vari^ti quelconque, fermie, 4 q dimen- 
sions, situte sur V, On peut toujours construire un polyddre F\ 
d^riv^ de V, au sens de la page loi de Y Analysis situs, et tel que 
fV soit une combinaison des b]. 

Nous devons done conclure que: si les a? sont simplement con- 
nexes, les nombres de Betti rMuits, rektifs au polyfedre V, sont iden- 
tiques aux nombres de Betti proprement dits, (Ufinis de la seconde 
tnaniire. 

Svi. 

Retour 8ur les demonstrations du § lit. 

Nous avons 4 revenir ici sur un point essentiel du raisonnement 
qui pricMe. J'ai dit plus haut qu'il n'y avait d^autre homologie que 
les homologies (9, q)y obtenues au ^ 3. Cela n'est pas Evident, ccla 
ne serait pas mime toujours vrai, si nous ne supposions pas les aj 
simplement connexes. 

Dimontrons-le d'abord pour un polyidre P, dans I'espace 4 4 
dimensions. 

Considirons un certain nombre de variitis v^ ou a*y appartenant 
4 ce poly&dre; je les appellerai ses faces, de mime que les af, les a! 
et les a? de ce polyidf e P pourront s^appeler ses cases, ses arites ct 
ses sommets. 
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Supposons que Ton ait entre cos faces a] une homologie 



Z< 



CO O. 



Cette homologie signifie qu'il existe une variM i 3 

r, faisant partie de P, et admettant ^a' comme frcmti&e coinpl£t& 

Je dis que T se compose d'un certain nombre de cases de P. 

Si, en effet, un point d'une case appartient i F, il en sera de 
nicme de tout autre point de cette case, car on peut aller du premier 
point au second, sans rencontrer aucune face et, par consequent, saos 
rencontrer la fronti^re de V et sans sortir de V. 

Le th6ortoie est done Evident en cc qui conceme les poly&ircs 
de Tespace k 4 dimensions et les homologies entre les faces. 

Soit maintenant une homologie entre les aretes: 

les h^ itant un cetain nombre d'arctes a\. Cela veut dire qu'il 

existe une variiti i 2 dimensions, F, dont ^h^ qsx la frontiire 
complete. 

Je dc'signerai par V{a^^ Tensemble des points communs d V 
et i a\. 

Les F(a?) seront des vari^t6s i 2 dimensions, dont la frontito 
sera form6e soit par quelqucs-unes des aretes i, , soit par les r(flp, 
les aj itant les faces qui servent de frontiere i la case a]. On ne peut, 
en effet, sortir de V(a]) qu'en sortant de V par sa frontiere, c'est- 
i-dire, en travcrsant une des l\ , ou qu'en sortant de a\ par sa fron- 
tiere, c'est-i-dire en travcrsant une face a^, et, ccmme on reste sur 
Vy en traversant une des lignes V(a^^. 

La vari^ti totale T est forniee de Tenscmble des V{a\), 

Considirons maintenant ^(^■); nous devons distinguer deuxcas: 

1° ou bien aucune des nrctes b^ n'appartient i fl^ Nous ne 

pourrons alors sortir dc V^a])', qu'en sortant de a]^ c'est-i-dire en 

traversant une des aretes a\\ la frontiere de V(a^^ est done fonn^^ 

par les V{a'X 
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'f ou bien une (ou plusieurs) arfite h^ fait partie de a\\ dans ce 
cas elle fera ^galement partie de V{a\)\ mais il pourra se faire que 
F(a*) se compose, outre Tarete h^y d'autres lignes; ces lignes auront 
pour frontlferes des points V{a^X ou des points situ^s sur i,. Ces 
points situis sur t^, et ou les autres lignes, dont se compose V{a^^y 
viennent se terminer sur Tarete fc, , seront ce que j'appellerai des 
poinis nodaux, 

Dans tous les cas F(a;) sera une ligne ou un ensemble de 
lignes; si, en effet, K(a*) itait une surface, c'est que a% ou une por- 
tion de cette face, ferait partie de K. Mais j'ai le droit de diformer 

Vy pourvu que je ne change pas sa frontiire X^i> J^ P^^ toujours, 
par une deformation infinim^nt petite, ^viter qu'une region de a* fasse 
partie de V, 

Pour la m6me raison je puis toujours supposer que F(flJ) se 
rtduit i un ou plusieurs pointi, sauf si a] est Tune des aretes i,, 
auquel cas V(a\) sera cette arfite elle-m&ne. 

Cela post, je puis diformer F : 

i^ de manidre que tous les F(aJ) [autres que F(b^)] soient des 
sommets. Soit a^. un sonmiet de a]. Soit M Tun des points dont se 
compose F(a!); autour du point M et sur V dicrivons une petite 
courbe fermte C. Soit K I'aire infiniment petite decouple sur V par 
cette courbe C. Construisons une sorte de manchon, infiniment d^lii, 
entourant Tarete a] et passant par C. Par le sommet a°. je mene une 
surface quelconque S; elle viendra d^couper sur le manchon une courbe 
fermie tr6s petite C. Soit K' la portion de la surface S limitte par 
C; soit H la surface du manchon comprise entre C et C\ On figu- 
rera ainsi une sorte de tambour, dont H sera la surface latirale, K 
et K' les deux bases. 

Consid^rons alors la vari^t^ 

P= V — K+H-\'K\ 

Cette variiti aura meme fronti^re que F; mais elle ne coupera 
plus a] en M, puisqu'on a supprime la portion K de T, oil se trouvait 
ce point M. En revanche, H ne coupera pas Tarete a\ , et K^ coupera 
cette arftte en aj. 
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EfL operant de m^e sur tous les points d'mtersection de V et 
de a\y on amtoerait tous ces points 4 coincider avec a^. 

2^ de mani^re que tous les pcnnts nodaux soient des sommets. 
Soity en effet, a] une face passant par TarSte b^ ; Tintersectioii de 

V tt a\ comprendra, outre h^^ d'autres lignes; soit c Tune de ces 
lignes, venant se temiiner sur /^, en un point nodal Z). S(Ment a^ et 
a\ les deux sommets de ^j. Par h^ je fais passer une sur&ce S, faisant 
partie de P et ne coupa^nt pas a]. Comme a^ et a\ sont sur la fron- 
ti^re de V^ je joins ces deux points par une ligne L^ situie sur Fet 
s'icartant peu de b^. Cette ligne s'^rtant peu de b^ > je puis mener 
par L une autre surface 5', qui ne passera pas par b^^ mais qui 
coupera S suivant une ligne Vy trte peu diflSrente dc b^. Ces trois 
lignes L, b^ et V auront mfimes extr6mit6s a^. et a\. 

Soit Fj la portion de F, comprise entre L txb^-y soit S, la portion 
de S, comprise entre U et b^ , et S, la portion de S\ comprise entre 
L et U. 

Je remplace V par 

V a m^es frontiires que K, mais P (aj) ne pr^sente plus de points 
nodaux, en dehors de a°. et a\\ car si une ligne analogue i c venait 
aboutir i un point nodal, situ£ entre a°. et a\y la portion de cette 
ligne Cy vcHsine de ce point nodal, devrait se trouver sur 5^, ce qui 
est impossible, puisque 5 ne coupe pas a], 

Bn risumi : nous pouvons toujours supposer que les F(a*) sont 
des lignes, dont ks extr^mit^s sont des sommets de a], 

Soit alors L une des lignes, dont se compose V{a^^y ayant pour 
extrimitis deux sommets a°. et a\ de a\. On pent aller de a^. i d^y 

en suivant le p^rim^tre dc a] ; soit ^ a^ Tensemble des arfttes de a] , 
comprises entre a°. et j^. Comme la face a\ est suppos^e simplement 
connexe, la ligne L la divisera en deux parties. Soit Q Tune de ces 

parties, comprise entre L et ^a^,. 

Soient a' et aj les deux cases separ^es par a]. Par les aretes ^ a)^ 
je fais parser une surface 5, peu difF(fcrente de la face a] et situte toute 
endure dans la case a} ; par les mcmes aretes je fais passer une sego^de 



COMPLEMENT k l'aNALYSIS SITUS. $1$ 

surface S', peu difFireate de a* et situ^e dans la case a^; ces deux 
surfaces S et S' couperont F, suivant deux ligaes L^ et L\^ peu dif- 
fJrentes de L, et ayant pour extrimit^s a°- et a^. Soit S^ la portion 

de S comprise entre X^m ^^ -^i* ^^^^ "^i ^ portion de S' comprise 
entre ^a'^ ot L\; soit V^ la portion de F comprise entre L^ etL'^; 
c'est sur V^ que se trouvera L. 
Soit maintenant 

T' a mtoies frontiferes que F; T' ne passe plus par L, mais en re- 
vanche passe par les aretes ^ a^. 

En operant de la m^me maniire pour toutes les lignes telles que 
Ly on voit qu^on pent toujours supposer que tons les F(a') se r6- 
duisent i, des combinaisons d'arfites. 

Comme les frontidres de V(a]) sont ou des b^ ou des V^a^), on 
voit que les frontiferes des F(a?) sont des combinaisons d'arfites de 
P, et, bien entendu, toutes ces aretes doivent appartenir i a]. Ainsi 
done F(a|) est ime surface simplement ou multiplement connexe, 
limit6e par une ou plusieurs lignes fermies, qui, elles-m&nes, sont des 
combinaisons d'ar^tes de a]. 

Comme la case a] est simplement connexe, ces lignes fermfees 
subdiviseront la surface de cette case en un certain nombre de regions, 
et comme ces lignes fermies sont des combinaisons d'arStes de a] , 
ces regions seront des combinaisons des faces de a]. 

On pourra toujours trouver une combinaison de ces regions, qui 
aura memes frontifereb que F(^-). Supposons, par exemple, que la 
frontifere de F(fl-) se compose de trois lignes fermies L, L^, L^; la 
ligne L divisera la surface de a] en deux regions R et JJ'; les lignes 
Lj et Lj diviseront de m^me cette surface en deux regions R^ et R\ , 
ou R^ et JJ'j. Je suppose qu'en parcourant L dans un certain sens, on 
ait 4 sa gauche F(a|), et R ct R' k sa droite; je suppose de m&ne 
qu*en parcourant L^ et L^ dans un sens convenable, on ait i sa 
gauche F(a|) et JR,, ou F(a?) et R^. 

Alors la vari^t^ U -f- i?, -f- i?^ aura meme frontiire que F(j|); 
on pourra done remplacer F(a?) par U -(- JJ^ -(- JJ^. 

Rend, Circ, MaUm., t XIII, parte i*.— Statnpato ii 15 giugno 1899. 40 
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En operant de la in£me mani&re sur tous les ^(^')> on aura 

remplaci V par une autre variiti, qui aura mfime frondftre yb.^et 
qui sera une combinaison de faces de P. . 

Le thiortoie est done d^montre en ce qui concerne les polj£dres 
de I'espace i 4 dimensions et les homologies entre les aretes. 

On le d^montrerait de mem.e pour un polyMre quelconque. 

S VII. 

Polyhdre rSciproque. 

Soit P un polyMre dans I'espace i 4 dimensions; ce poly&ke 
sera subdivisi en un certain nombre de variitis v^ , que j'appellerai 
ses casts, et que je disignerai par a\. Ces cases seront separies ks 
imes des autres par des variitis v, ou aj, que j'appellerai les fm; 
ces faces auront pour fronti^res des varietes v^ ^ ou a| , que j'appd- 
lerai les arites, et les extr^mit^s des aretes seront des points v^ ou tf •, 
que j'appellerai les sommets. 

Je supposerai, bien entendu, que les cases et les faces sont sim- 
plement connexes. 

Marquons, i I'int^rieur de chaque case a] , un point P{al)] i Tin- 
tirieur de chaque face a] , un point P(a]); sur chaque arete a\ , un 
point -P(tf,0; chaque arete se trouvera ainsi partag^e en deux parties 
par le point P^a]). 

Joignons par des lignes le point -P(fl-) a chacun des sommets i^ 
la face a] et i chacun des points P(a'\ correspondant aux divetses 
aretes a\ de la face a]. Toutes ces lignes devront etre tracies suf ^ 
face a], Cette face sera ainsi partag6e en triangles, et le nombre ^^ 
ces triangles sera double du nombre des aretes de (Z*. Nous ferons- ^^ 
m^me pour toutes les autres faces. 

Consid^rons maintenant une case a]; d6composons en trian^^^ 
T toutes les faces a] de cettc case, ainsi que nous venons de le JL^'^' 
Construisons des triangles curvilii;ncs, ayant pour sommet commur"^ ^ 
point P(^/-) et pour bases les dilTcrcnts c6tcs des ditfcrents trian^^^^ 
T. Li case a] sera ainsi dcconiposcc en tctracdres, ayant P{ci]) p^^^ 
sommet commua et pour bases les dillereuts triangles T, 



)) 
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Nous disdngucrons six sortcs de lignes (qui seront les aretes de 
nos t^tra&lres) : 

cellcs de la i*'^* sorte joindront un sommet a° i un point P(fl!); 
chaque arfite sera ainsi formie de deux ligaes de la i*" sorte; 

celles de la 2^ sorte joindront un point P((i]) i un point P(^p; 
» * 3* » » » P(^D » sommet a°; 

» 4* » » » P(^i) » poi^^ P(^/)5 

» 5* » » » P(^a\) » » P(^)); 

)) » 6^ » » » » » sommet 4^. 

Les lignes de la 2^^ sorte peuvent s'accoupler deux i deux de 
deux mani^res : 

1° Gi que j'appelierai la ligne b] sera formie de deux lignes de 
la 2*** sorte, joignant un mcme point P(a^) i deux points P(^y) et 
P(flJ), correspondant aux deux cases aj et al siparies par k face a*. 
II y aura done autant de lignes b] que de faces a^. 

2** Ce que j'appellerai une ligne c sera formte de deux lignes de 
la 2**' sorte, joignant un meme point P(«0 ^ ^®*** points P(tfp et 
P{aJ), correspondant i deux faces ^^ et a^ de la case a\. 

II nous faut d^finir des surfaces que j'appellerai les siurfaces b*. 

Soit une ar&te quelconque d\ et le point P(a|). Supposons que 
les faces qui passent par a!, soient successivement : 

/»* /»* /»* 

et que les cases, auxquelles appartient a], soient successivement: 

• 

de telle fa^oo que a] sipare (zj de a^ , «* sfepare fl| de a| , . . . , et, 
qu'enfin, a^ s^pare aj de a\. Convenons, pour plus de symteie, de 
designer indiflS&remment la case a\ par a] ou a^^^. 

Dtconiposons chaque case en ttoraidres, et envisageons en parti- 
culier les titraedres qui admettent pour sommet ie point P(fltJ). Con- 
sidirons les 2 q triangles curvilignes : 
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Uensemble de ces 2 y triangles formera un certain polygone que 
j'appellerai b] , et qui aura pour fronti^re Tensemble des lignes 

tj , b[, . . . , ij. 

D^nissons maintenant les volumes b]; le volume b] sera Fcn- 
semble des t^tra^dres qui admettent pour sommet le point a°; ce vo- 
lume sera un polyedre i 3 dimensions, simplement connexe, qui aura 
pour fronti^re Tensemble des surfaces bl , correspondant aux aretes flj, 
qui aboutissent au point a°. 

La juxtaposition des volumes bl constituera un nouveau poly&ire 
P\ que j'appellerai le polyidre reciprogue de P, et qui aura pour cases 
le bly pour faces les /^*, pour aretes les bl, pour sommets les points 

A chaque case b] de P' correspondra im sommet J? de P, 
» » face t? » » » une arfite a! » » 

» » arfite tj » » » » face a* » • 

» » sommet t? » » » » case a,? » ». 

De plus, au sens du § n, il y aura la meme relation, par exemi^e, 
entre TarSte b^. et la face Fj, qu'entre la face a' et Tarfite a^ 

Si done les congruences caracteristiques du polyMre P s'icriveat: 

; ; ; 

celles du polyidre P' s'&riront : 

/ ;■ ;■ 

Consid^rons maintenant une ligne c, form^e de deux lignes de»^ 
seconde sorte, joignant un mcme point P(^-) i deux points P(j^) 
et P(al). 

Soient a^ et a° deux sommets, appartcnant respectivement tC^ 
deux i la case aj, Soient d ct ^' les deux lignes de la 3^"''' sorte ^^ 
joignent respectivement P(a^) i ^/° , et P(^^) i ^°. 

Comme a^^ ct a° appartiennent i une mcme case a^, on poU^^ 
aller de Tun de ccs sommets i Tautrc, en suivant une ligne bri^^"^' 
formee d'aretes a' appartcnant d al. 
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Soit 2!^J ^^^^ lig^^ briste, dont les extr^mitfa sont fl° et aj; 

Tensemble des lignes c — d — X ^J H" ^' ^^^^ ^^^ %^^ fermte, ce 
que j'exprimerai par la congruence : 

Comme aj est simplement connexe, cette ligne fermte sera la 
fronti^re d'une varieti i 2 dimensions, int^rieure i a?, ce que j'ex- 
primerai par Thomologie : 

R&iproquement : soit ^aj une ligne briste, formte d* aretes 
appartenant toutes d aj, et dont les extrtoiitis sont les sommets a° 
et a°; ces deux sommets appartiendront respectivement 4 deux faces 
ay et a^, faisant toutes deux partie de a]. Soient les trois lignes: 

f = P(a;)P(fl.?) + ?(a?)P(«D> d=P(_a^;)al, d' = P(aOa;. 

On aura encore 

cc^d + X^l — d\ 

Soit maintenant a? un sommet appartenant i deux faces a^. et aj. 
Soient les deux lignes de la 3*"' sorte: 

Nous pouvons tracer une ligne L, s*6cartant infiniment pen du 
sommet a?, et allant d'un point de a^ i un point de aj. 

Supposons, pour fixer les idies, que cette ligne traverse trois cases 
et qu'elle rencontre successivement la face a% la case a], la faceal, 
la case a^, la face a^, la case aL et enfin la face al. 

Construisons les trois lignes c : 

c. = p(a;.)p(a)) +?(«)) p(a::o, 
f«=i'«)i'(o+i*(Oi'(«;), 

c^ = P(a'^Pia'P + Pia^pP(al), 



!'« 
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ct les deux ligncs Jc la 5""' sortc : 



- Pi.'-'X 



ct cominc les trots cases c 



,, aj sont 



simpU 



leiucnt conn. 



On pcut done roujours trouvcr unc Ugne bris^, formic de lignes 
C et liomologue i d, — d^, d. ct li, 6nnt dcs liv:pics de la 3"" sortc, 
sboudssant i un mihnc sommct. 

Cela posi, soit 

(■) Z';=o 

une congruence entrc les aretes b\ du poly^re P'. 

La Ugiie bris^ ^K "^^ li-videmment fortnte d'un nombre pair 
Sc ligiics dc la 2""" sorte, ct en jsarcourajit cettc llgne brisie, on rea- 
cOQtrera succesavement q faxes 

a',, al, .., , flj, 

pour revcnir i la (ace a', que je dAsignerai 4galemeni par a' ,; et 
on rencontrera q cases 

-«^, flj, ... , nl, 

pour revenir 4 la case n], que je designerai igalement par a'^ , de 
sorte que la face rtj s6parera la case ii| de la case Oj'^,. 
Notre congruence s'ecrit alors : 

HpW)?(«;) + ?(«;)?<»;„)] = o. 
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ou, ce qui revient au mSine, 

Soit alors a^ un sommet de la face aj, appartcnant, par const- 
quent, i la fois aux cases al et al^^. 

Sent rfj la ligne de la 3**°' sorte P(al)al; nous venons de voir 
qu'il existe une ligne hiis&e A^ , form^e d'ar£tes appartenant i la case 
a\y et telle que Ton ait rhomologie: 

K<.:>Ki':) + i'C-DPC-D *- d^. + ^» - d,. 

En additionnant toutes ces homologies, le premier mcmbrc sc 
rMuit i: 

I[i'(«L.)i'W) + i'C^Oi^W)] = 1*;; 

les lignes de la 3*"" sorte d^ disparaissent, et il rcste: 
et par consequent 

Done, i toute congruence ^h\^o ena-c les aretes de Z'', c/ir- 

respond une congruence ^A^^o en:re les arfcr, de /^, et teKc qu- 
I'on ait: 

Si done on a 7_ ^i ^^ o, on aura y* ^ ro o, e* 'tc^'-^^j- .^' ,- ♦ 
Soit maintenant 

line congruence entre ks aretts de ?; j.cc-.v.r.-. -, ^ J ..,. 
ligne brisee formfe d'aretes appar:s-.ir.t i ji :.i.c ; . 

Le premier membre de b cocarjauit 'i >i ..-.r v/^ -. 
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semblables lignes bristes : 

et je d^signerai indifF(§remment A^ par A^^ ou A , et -4 par A^ ou -/< . 

Soient al_^ et aj les deux extrimitis de la ligne -4^; le sommet 
al appartiendra i la fois aux cases a J et a^J^, ; soit ^^^ la face de aj, 
et aj^, la face de ^J^^, auxquelles appartient aj. 

Soient les lignes de la 3*"* sorte 

et d*autre parte: 

Nous avons vu que 

D*autre part, les lignes d^^^ et d^ aboutissent d un mfime sommet 
aj; nous avons vu igalement que Ton pent trouver une combinaison 
C^ de lignes fy telle que Ton ait 

En additionnant toutes ces homologies, je trouve : 

et par consequent: 

Le premier membre de cette derniire congruence est une combi- 
naison de lignes c, ou, cc qui revient au m^me, une combinaison 
d'aretes b] du polyMre P', de sorte que je puis poser: 
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d'oii 

Bn rfcujni : i toufe congruence entre les arfites de P, correspond 
line congrt^ence entre celles de P', et r^ciproqi^ement, et la condition 
n^iressaire et suffisaate ppur que le prequer memb^e de I'une des con- 
gruences soit homologue A z^ro, c'est que Tautr^ le soit. 

En d'autres termes, le nombre des congruences distinaes entre les 
ar^t^ est le m&XtiP ftwuc P et P^ en ne consid^rant pas de^ congruences 
comme distinctes, quand une comhinai^on lin&iire des premiers membres 
de ^:es congruences est bomplogue i ^ro. 

E^ d'f^Utre^ termes eqcore^ le non^bre de Befti r^duit, relatif 
aux aretes de P, est ^al au nombre 4^ Petti r^duit, relatif ^ux 
arfifes de P'. 

On pourrait arriver au mdme r^sultat;, t\i re^iarquant que Ton 
pent construire un polyMre qui serait, d la fois, dirivi du polyMre 
P et diriv^ du polyddre riciprqque P\ et en appliquant le th6or6me 
du § 5. 

Nous verrons plus loin, au § 10, que cette proposition pent 6tre 
pr&ent6e sous une autre forme. 

ly autre part, cela peut permettre, plus simplement qu'au § 5, de 
d^montrer que les nombres de Betti yeduits sont ^gaux aux nom|)res 
de Betti proprement dits. 

En effet la definition du polyidre P' comporte un certain arbi- 
traire : ses sommets b° v\c spnt assujettis qu'i Stre intirieurs aux cases 
a] de P. Dans ces conditions, on peut ividemment choisir toujours le 
poly^dre P' de fafon qu^une ligne ferm^e qudconqtie soit une com- 
hinaison des b]. 

§ VIII. 
Demonstration du thSoreme fknukimentaL 

Soit N^ le npmbre des arfites de notre polyMre P, N^ le nombre 
des faces, N^ celui des cases. Formons un tableau d'aprfa les regies 
suivantes. 

Rend, Circ* MaUm.^ t XIII, parte x^. — Stampato il 15 giugno 18^. 41 
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Lc tableau aura A^^ -j- ^3 colonnes, N^ dites de la i*" sorte et 
N^ ditcs de la 2^% il aura N^ -j" ^1 lignes, N^ de la i*" et N^ de 
la 2*** sorte. Void quels seront les iltments du tableau : 

1° Pour rcl6ment de la i*"' ligne de la i*" sorte et la ;*"• co- 
lonne de la i*" sorte, j'6crirai i, si i = /, et o, si i ^ j. 

2° Les Aliments appartenant d une ligne de la 2*** sorte et i une 
colonne de la 2'** sorte, seront tous nuls. 

3° L*i*l(Jmcnt de la i*"' colonne de la i*" sorte et de la ;*"* ligne 
dc la 2*** sorte, sera e^ ., ef . 6tant le nombre qui nous fait connaitre 
la relation entre la face a] et I'arfite aj. 

4° L*61&nent de la i'"* ligne de la i*" sorte et de la ;*"* colonne 
de la 2**' sorte, sera e? ., c*est-i-dire le nombre qui fait connaitre la 
relation entre la case aj et la face a*. 

Notre tableau, s'il y a par exemple deux cases, quatre faces et 
trois aretes, prfaentera un aspect tel que celui-ci : 

I o o o e e 

o I o o e e 

o o I o e e 

(i) o o o I e e 

e e e e o o 

e e e e o o 

e e e e o o 

Je n*ai pas 6crit les indices des nombres e pour simplifier. 

Voici maintenant les operations que je regarde comme permises 
sur ce tableau. 

I** Ajouter une colonne A une autre de mime sorte, ou Ten 
retrancher. 

2° Ajouter une ligne A une autre de mfme sorte, ou Ten retrancher. 

3° Perniuter deux colonncs dc nicme sorte, en changeant tous les 
signes de Tunc d'cUes. 
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4" Permuter deux lignes de mteie sorte, en changeant tous les 
signes de Tune d^elles. 

Toutes ces transformations, pour lesquelles les iUments du tableau 
restent entiers, s'appelleront les transformations arithmitiquts du tableau. 

On pent s'en servir pour simplifier la partie du tableau qui appar- 
tient aux colonnes de la i*" sorte et aux lignes de la 2*** sorte, et 
celle qui appartient aux colonnes de la 2*"* sorte et aux lignes de la 
i*^* sorte. 

Void jusqu'ou l*on pent pousser la simplification, d'aprSs des 
thior^mes bien connus d'arithm^tique; quand la reduction sera terminie : 

L'616ment de la i*"** colonne de la i*" sorte et de la ;*"* ligne 
de la 2*** sorte: 

1° Sera nul, si i > ;. 

2° Sera igal A im entier H^ , qui pourra 6tre nul, si i = ;. 

3° Sera encore nul, si i < ; et si if,, est premier avec if.. 

4° Enfin sera nul, si ; > N^. 

H en sera de mfime de Mteient de la i*"' ligne de la i*" sorte 
et de la ;*"* colonne de la 2*** sorte. 

La reduction pent 6tre pousste encore plus loin, si Ton autorise 
une cinquiteie operation : multiplier tous les il&nents d'une ligne ou 
d*une colonne par un m6me nombre entier ou non, different de ziro. 

Les transformations correspondantes s'appelleront les transformations 
algihriquts du tableau. 

On pent alors supposer que Tilteient de la i*°* colonne de la 
I*" sorte et de la ;*"* ligne de la 2*** sorte (de mteie que Filiment 
de la i^™*' ligne dela i'" sorte et de la ;*"* colonne de la 2*** sorte) 
est nul, si i ^ j. Si i = ;, il pent fitre egal i o ou i i. S'il en est 
ainsi, je dirai que le tableau est rdduit. 

Apr6s la cinquieme operation, les Aliments qui appartiennent aux 
lignes et aux colonnes de la 1*" sorte pourront ne pas rester entiers; 
de plus, le determinant forrr.i par ces lignes et ces Colonnes pourra 
ne pas rester 6gal i i, mais il restera different de ziro. 

Le tableau (i) est relatif aux faces du polyMre P et i leurs 
relations avec les cases et les aretes. Nous pourrions en dresser un, 
tout pareil, relatif aux aretes du poly^dre P et i leurs relations avec 
les faces et les sommets. 
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Nous pourrions tgalement envisager le polyMre P\ Ahfim plus 
haut, et construire deux tableaux relatifs Tun aux faces de P ', Tautre 
& ses aretes. 

Comparons le tableau (1), relatif aux faces de P, avec le tableau 
(iw») relatif aux arfites de P\ 

n risulte de cc qui pricfide, que ces deuk tableaux peuvent se 
diduire Tun de Tautre en rempla^nt les lignes par les coloimes et 
inversement. 

Cela pos6, enviisageons le tableau (1), relatif aux faces de P, et 
examinons comment on pent diduire de ce tableau le nombre de Betti 
Pj du polyidre P. 

Comment, d*abord, pourra-t-on en diduirt les congruences entre ks 
faces et les arStes? 

Considirons une colonne quelconque de la 1*'' sorte; par exemple 
la i*°** colonne. Multiplions les c»l^ments de cette colonne et de b it^"' 
ligne de la i*" sorte par al et ajoutons; puis Agalons k la somme 
obtenue, en multipliant les dements de cette meme colonne et de la 
jtmc [jgQg jg 1j^ 2'^« sorte par aj; nous obtiendrons la congruence 

« ^- hj J > 

ce qui est bien une des congruences (3) du § 11. Toutes les autres 
congruences n*en sont que des combinaisons. 

Comment pdurra-t-on maintetiant trouver les homologies entre les faces? 

Pour cela, envisageons par exemple la i^""* colonne de la 2^^ sorte; 
multiplions les Aliments de la ^*"* ligne et de cette colonne par aj, 
ajoutons et igalbns i z^ro; nous trouverons : 

ce qui est bien une des homologies (5) du § 11, dont toutes les 
autres ne sont que des combinaisons. 

Qu'adviendra-t'il, maintenant, si I' on applique d notre tableau (i) 
une transformation algdbrique quelconque? 

Avant la transformation, chaque colonne de la 1*" sorte correspond 
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i 

i une face> chaque colonne de la 2**' sOttJ6 i une case, chaqiie ligne 
de la I*" sorte i une face, chaque ligne de la 2***^ sorte i utae arfite. 

On obtient, comme nous I'avons vu, autant de congruences et 
dTiomologies que de colonnes, en multipliant les Aliments de chaque 
ligne de la i*" sorte par la face correspondante, ceux dechaqueHgn^ 
de la 2*** sorte par Tarfite correspondante, et ajoiitant. 

Supposons maintenant qu*on fasse k deuxitaie op^dtion, c'est-i- 
dire qu'on transfonne en ajoutant k ligne de la i*" sorte, qui corre- 
spond i aj, i celle de la i*'* scwrte, qui correspond i al. Nous con- 
venons de dire qu'4 la nouvelle Jk*"* iigne {celle i laquelle on a ajoutfe 
k i*°' ligne) correspond toujours k variitt aj; uwis qu'i k nouvdle 
Itme ijgjjg ^q^j d'ailleurs n'a pas changi) correspond k vari6t6 a] — a^. 

Si I'on fait la cinqui&ne operation sur la 4*"* ligne de k 1*" sorte, 
en en multipliant les Aliments par une constante w, nous conviendrons 

de dire qu*4 la nouvelle JSj*"** ligne correspond k vari6t6 — al (notation 

qui n'a qu'une valeur S)rmb9lique, i moins que — ne soit entier). 

Quant i k quatriteie operation, ce n'est qu'une cornHnaiscn de 
plusieurs operations analogues 4 k deuxitoie. 

Nous avons ainsi difini k variiti qui correspond i chactae <i^ 
lignes de k 1*" sorte du tableau, apris qu*on a appliqui i ces lignes 
une combinaison qudconque des 2*"*, 4*®' et 5*"*= optrafions. 

Nous definirions de meme les variitis qui correspondent aux dif- 
ftrentes lignes de k 2^^ sorte, apr^s qu'on aurait appliqui i ces lignes 
une combinaison des 2*"% 4*"* et 5*"' operations. 

Grdce 4 ces conventions, il sufiira encore, poor obtenir les con- 
gruences et les homologies, d'ajouter et d^igaler i zfero, apris avoir 
multipli^ les ^limaits de chaque ligne par k vari^t^ correspondante, 
et avoir chang6 le signe des produits ainsi obtenus, en ce qui concerne 
les lig^s de k 2"*^ sorte. 

Maintenant, si Ton applique aux colonnes du tableau ks i*"*-, 3*"' 
et 5*°** operations, on ne fera que combiner les congruences enti*e elles, 
et les homologies entre elles; ou multiplier une congruence et une 
homologie par im facteur constant. 

&ot le r^sulttit suivant: 
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Pour d/duirc Its congruenus du tableau transfornU, voici u <pi!i 
faut faire: muloplier chaque ligiie de la 1*" sone pour la variWqm 
lui correspond en vertu dc la conventioQ que nous venons de faire, 
et ajouter; £aire de mcme pour les lignes de la 2**' sortq igalcr les 
deux r^sultats ainsi obtenus; on aura ainsi autant de congruences que 
de colonnes dc la i*'* sorte; routes les autres congruences possibles nc 
scront que des combinaisons. 

Pour diduirc dc mime les homologies, U faut: multiplier chaqoc 
lignc dc la i*""* sortc pour la varieti correspondante, ajouter etigaler 
d zero; on aura ainsi autant d'honiologies que de colonnes de la 2^ 
sorte; toutes les autres homologies possibles n'en seront que des com- 
binaisons. 

II importc de remarquer que les congruences et homologies ainsi 
obtenucs, pourront n'avoir qu'une valeur symbolique, parce que les 
coefficients pourront fitre fractionnaires. 

Et, en cffct, d*une part les iliments du tableau transform^ peuvent 
nc plus itrc cnticrs; d'autre part, la variiti qui correspond d une ligne 
pcut, comme je Tai dit plus haut, n'avoir elle-meme qu'une valeur 
symbolique. 

Mais conimc les coefficients, cnticrs ou non, sont toujours coni- 
mcnsurablcs, il suffira dc multiplier notrc congruence ou notre ho- 
n.ologic par un cnticr convcnablc, pour en dtduirc unc congruence 
ou unc homologic i coefficients cnticrs, qui aura un sens pour elle- 
nicmc. 

Supposons, ffuwiictiiini, qu'on ait rcduii k Uihleau, comme je I'ai Ji' 
plus haut. 

Cloinbicn v aura-til d'homoloi^ics distinctcs? 

Parmi nos A\ colonnes dc la 2***^ sorte, il v en aura N, — ^, 
dont tous les elements scront nuls, et A', dont un elcm.ent sera cg^ 
\ \ ci rous les .nitres mils. Les A', — A'^ premieres nc nous donneront 
.UK une l.on:oloi:ie; elucune des A'^ .lurres nous en donnera unc et ces 
.\ . luM\.i^loi;iv.s seroiu cvidcnm.en: toutes dirinctes. 

11 \ a done A\ l:oir.o!o^ies d;st:nctes. 

V oir.^ien \ .; : :! d. eo:^rl:v::e.^ disniictes entrc Icb laces ct k^ 
aiete> ? 

II N en a e\ den'me-.i: A'., eorrespondan: aux A\ colonnes d^^l^ 
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I*'* sorte, et ces congruences sont distinctes, parce que le determinant 
form6 avec les lignes et les colonnes de la i^" sorte, n'est pas nul. 

Consid^rons maintenant dans notre tableau r^duit les N, lignes 
de la 2**' sorte; parmi elles il y en aura iV, — N^ dont tous les 616- 
ments sont nuls, et N'^y dont un 616ment est 6gal i i et tous les autres 
nuls. Parmi nos N^ congruences il y en aura done N'^ qui contien- 
dront une arete, et N^ — N^ qui ne contiendront aucune arfite. H y a 
done N^ — Nl congruences eutre les faces seulement, et ces congruences 
sont toutes distinctes. 

n y aura done enire les faces seulement N^ — N'^ — N^ con- 
gruences, qui resteront distinctes, si I'on ne regarde plus comme di- 
stinctes celles que Ton pent d6duire les unes des autres par le moyen 
des homologies. 

Le notnbre de Belli relaiif aux faces de P est done : 

Cherchons maintenant le nombre de Betti relatif aux ar6tes de P. 

On le trouvera 6videmment en operant comme nous venous de 
faire sur le tableau (i****), relatif aux arStes de P\ 

Mais on passe d'un tableau i Tautre, en rempla^ant les lignes par 
les colonnes, et riciproquement. Les nombres qui joueront, par rapport 
i (i''^), le m6me r6le que 

jouent par rapport i (i), seront done respeetivement : 

Done le nombre de Betti relatif aux arfites de P' est encore: 

Ainsi les nombres de Betti relatifs. Tun aux faces de P, Tautre 
aux aretes de P', sont igaux. 
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Or nous avons vu plus haut que les nombres de Betti reladfe 
aux aretes de P et i celles de P' sont ^gaux, de meme que les nom- 
bres de Betti relati& aux faces de P et i celles de P\ 

Done le nomhre dc Betti relatif aux facts de P est igal au nambrc 
de Betti relatif aux arttes de P. 

Notre th^or6tne fondamental est done d^montr^ en ce qui con- 
cerne le polype P, c'est-d-dire, en ce qui conceme les polyMres de 
resjp^e i quatre dimensions. 

La d^onstration pourrait, sans aucun doute, s'itendre i un po- 
lype quelcopque. 

SIX. 

SenMrqtieM diverses. 

Le th6or&me fondamental est aiqsi ^tabli par une demonstration, 
qui diffi^re essentiellement de celle de la page 43 de V Analysis situs. 

Mais cela ne saurait pas nous suffire. H faut noqs efforcer de 
retrouver les propositions interm^diaires, et, en particulier, celle-d: 

La condition n^cessaire et suffisante pour que Ton puisse trouver 

une variit6 V telle que ^^(J^y ^dy^Oy c'est que Ton n*ait pas Tho- 

mologie ^Vi^^o. 

Considirons deux variitis, la premiere V^, i une dimension, 
composee d'arfites de P', la seconde F^y 4 deux dimensions, composee 
de faces de P, de telle sorte qu'on' aura : 

Tarfite b} itant celle qui correspond i la face a*, d*apr6s les conven- 
tions du § 7. 

L*ar4te b] coupe la face a', et n*en coupe aucune autre, de telle 
sorte que si nous reprenons la notation de Y Analysis situs, pag. 38, 
nous aurons : 

Nous supposerons dans ce qui va suivre, que les varifetis V et 
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V^ sont fermies, ce qui s'exprime par les congruences : 

(1) Z*i^'=o, X« = o. 

V6rifions d'abord que Ton aura 

pourvu que Ton ait Tune des deux homologies (*) : 

(2) X *i K *^ o> X «i ^i ^ o- 

Si en effet nous avons^ par exemple, la seconde homologie (2), 
c'est qu'on aura: 

K: itant un coefficient ne dependant que de /. 

lyun autre c6t6, la premiere des congruences (i) peut se d^duire 
de Tune des suiv^uites : 

(3) *; = Z^M.i, 



En ^galant d z6ro le coefficient de fcj, il vient successivement : 

On raisonnerait de m^me si on avait la premiere homologie (2). 

Je dis maintenant que si la seconde homologie (2) n'a pas lieu, 

on peut choisir les a. de telle fa^on que F, reste femiie et cependant 

que. Z*j*i ^^ ^^^^ P^ ^^• 

En effec, dire que la seconde homologie (2) n'a pas lieu, c'est 

(•) Cfr. Analysis situs, pag. 42, 

Kend, CirQ, MaUm,^ l XIII, parte i^. — Stampato il 19 giugno 1899. 42 
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dire qu*on ne peut pas trouver des iwnnbres Kj tds que Ton ah: 

(4) <=Z^;«),r 

Dire que V^ reste fermie, c'est dire que les a,, sent assujecds aux 
conditions : 

(5) Z*i«),, = <^- 

Or il est clair que 51 les a', ne sausfont pas i des hgf^tH de la 

forme (4), Tiquation lin^aire ^ a . ol\ = o sera di^dncte des Equations 
(5); on pourra done toujours trouver des nombres ol. , qui satisfassent 

aux Equations (5) sans satisfaire d ^a.a. = 0. 

Rcmarquons d'ailleurs que nous n'avons pas restreint la gftniralitfe 
en supposant que nos variit6s V^ et V^ itaient des coinbinaisons des 
b] et des ^', quelle que soit la van6t6 K, dont la subdivision forme 
les poly^dres P et P\ Quelles que soient les variitis F, et V^ , nous 
pouvons toujours subdiviser T, de maniere i former deux polyidres 
riciproques P et P' tels que T, soit une combinaison des arttes du 
second, et F^ une combinaison des faces du premier. 

H faudrait voir comment Ic tableau (i) du ^ 8 et les tableaux 
analogues, peuventnous permettre de determiner les nombres de Betti, 
tels que Betti les difinit lui-mOmc, et nonplus les nombres de Betti 
difinis de la seconde maniere, c*est-i-dire ceux que nous avons consi- 
d^ris jusqu'i present. 

Considdrons, par exemple, un tableau analogue au tableau (1), 
inais relatif aiix aretes du polySdre P et i leurs relations avec les feces 
et les sommets. Considirons, en particulier, les colonnes de la 2*^* 
sorte et les signes de la i*'*" sorte, oi figurent les nombres ef .. Soit 
T le tableau partiel ainsi obtenu. A I'aide de ce tableau on pourra 
fonnet les congruences 

d'ou Ton diduit les homologies 

(6) X ^li ^] ~ 0- 

Alors pour reconnaitrc si plusicurs lignes fermies, ibrm^es de 
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combmaisons des aretes a\ sont disiinctes au sens de la i^^^ definition, 
c'est*i-dlre, an sens de Betti, il faut savoir si elles sont liiespar ua^ 
homologie; obtenue en combinant les homologies (6) par addition^ 
soustraction on multiplication^ mais sans division. 

Supposons qu'on ait appliqufe i notre tableau une s6rie de ces 
transformations, que j*ai appelies arithmitiques au § 8. 

Soit K^.; le nombre qui, dans le tableau transform^, figure dajij; 
la ;*"* ligne de la i*" sorte et la i*""' colonne de la 2^ sorte. Soit c^ 
la vari6t6 qui correspond A la ;*"* ligne de la i*" sorte de notre tableau 
transform^ en vertu des conventions du § 8. lyaprfe ce que noiMi 
avons vu dans ce § 8, cette variiti n*est qu'uae combinaison des ^rfites 
ay Nous aurons alors les homologies 



(6*^) X^h'i 



cv? O. 



Ces homologies ne sont que des combinaisons dps homolo^es (6), 
que Ton pent obtenir sans division, et riciproquement on peut tirer 
des hon^logies (6) des homologies (6''") sans division, c^est 14 une 
consequence du caractire ^rithm^tique des transformations. 

On peut done, quand on veut s'assurer si deux Ugnes fermie? 
sont distinctes au sens de Betti, se servir des homologies (6''*') au 
lieu des homologies (6). 

Nous pouvons supposer qu*on s'est servi des transformations arith- 
m^dques pour rMuire le tableau, comme je Tai expUqu^ au S ^> ^^ 
par consequent qup S*y est nul : i° si i > ;'; 2** si ; > JV^. 

Im tableau r^duit aux colonnes de la 2^^ sorte et avix lign^ de 
U I*'* sorte prendre par exemple, la forme suivante: 



/ g 



0. 
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J^£ scroose ? Irss s 5 aA'i'ii i fv: fn Utwusi qoe Ton des 
rccrra ,' isr ^=7- x 2srr- i£ seen ch'^xk .sb --nanrrtwc dn taneui 
mzdf :r:rc iitr r^cr^r-err ,:ac:^>ses ie arcs. J^ajocs que si J tek 

?. c ... ^ f:?=r^zr 1 !a Tirrre 5?^, seraieot nak 



iri rrcTTcicsi -\ ^^ o CQC par iSviaoiL S 



— ^:zu^ 



=r :. :!i X • = i = - = :. s a r -'is 3bs csl. i i, 00 aim Flio- 
icucde :.- ^^r :. =c Lis ir-r^ itfrirccs re cnxonkrcor pas;ctainfl 



Li rrcc-fr zt:z sctx *e rL::* .rini jn — :r: .ETseur de anis Icsdi- 
'':^ — -:— > retina re sircrrr-iz: .V. — .V Ipes dies le ablean I, 
rc_m -ue ccs -v^^ — — i- -^ -i jciicn: pis n:js -ui ''aiiqiidcasSnV 
i-LTii: r;Ls iizs !>i iirl^-. r-irsrrrr-c ic cc-lcme exdcsxvacent com- 
TOsJ^ it z^TCi], Si Irs istT^rrzLiz.^ scn: :cc5 -li. en cn^fonncn 

w%\vr^-::?. Li :jz^r:>"~ -.j^<^j-r; ;: f-:E5J.zr= rcur cue les deuxuifi- 
r.:rc-5 ii- -."-rrri^ ^^ 3 = ::. :j_r.jii^:. c'es: cue le preirier des ^^ 
c^ . .-^'ir.r J. rii. >:.: ^^.1 - : .: rlus prmi ccri-jzi-ua ii\-iseur i-^ 

S-rrc<v"> c-i L: mt..:. T = ^s >\ ccusideree 111 debut ti^ 
^r-.--., •/.. ?v-: r^- ,r. :"rj~-.:; ^'-t.. virltte i deux dimec^ 
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IHnwnatratlon arithmittqtie de Vun 
des theorhmes du % Vli. 

Void une mani^re de former les homologies qui pourra fitre utile 
i comiaitre. 

Soit b° un sommet du polySdre P\ situfe i Tintirieur d*une case 
a\ du poly^dre P. Soit, d'autre part, a\ un sommet de P, appartenant 
i la case a\. Joignons t? i a\ par une ligne que j'appellerai simple- 
ment h^al. 

Soit maintenant b\ une arfite de P\ dont les deux extrimitis 
sont ij et bl , de telle sorte que Tune des congruences (3) (cfr. § 2) 
relatives 4 P' soit: 

Soit, d'autre part, a] la face de P qui correspond i I'arfite h\ de 
P', et a\ un des sommets de a]\ nous aurons Thomologie : 

(1) b\ ^ a\b) - a\b\. 

Soit a\ une arfite de P, dont les deux extrimitis sont a^. et tfj, 
de sorte que Tune des congruences (3) relatives i P soit: 

Soit tfj Tune des cases de P auxquelles appartient aj, et J J le 
sommet correspondant de P'; on aura Thomologie : 

(2) alc^i^'i-KaX, 

Je dis maintenant que toutes les homologies entre les a\ peuvent 
se d&iuire des homologies (2). 

En eflFet, soit a] une face quelconque de P, et soit: 

**» JL^ •»,; •*; 
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la congruence de la forme (3) qui lui correspond; on en dfeduitrho- 
mologie : 

(3) Z<;^;~o, 

et nous avons vu au 5 ^ que toutes les homologies entre les aretes de 
P sont des combinaisons de celles qu'on obdent de la sorte. 

Soit alors a\ Tune des aretes de P qui figurent dans rhomologie 
(3)^ et soit: 

a. saj^ — a^. 

Soit d'ailleurs al I'une des cases dont fait partie a?. Nous aurons 
rhomologie : 

(2"-) a) CO blal - blal. 

Si nous additionnons les homologies (2^") qui sont de k forme 
(2), aprte les avoir muldpliies par e? ., tous les termes du second 
membre disparaitront en vertu des relations (5) du § 2; on retrou- 
verait done Thomologie (3). c. q. f. ix 

On dimontrerait de mcme que toutes les homologies entre les b] 
peuvent se dWuire des homologies (i). 

Nous avons vu plus haut, au § 7, que si Ton a une congruence: 

on pent trouver une autre congruence entre les arfites de P': 

Xb) s o, 

et de telle fa^on qu'on ait Thomologie: 

(4) Z«; -*!*). 

Je dis maintenant que cette homologie (4) pent fitre dWuite des 
homologies (1) et (2). 

Dicoupons, en effet, le premier membre de notre congruence 

^a] ^ en un certain nombre de groupes, de telle fa^on que les 



COMPliME^T k L'AKiaVSIS SITUS. 335 

«r£tes d'un mtoe groupe appartiennent i une tndme case a|. Soit 
3r fl} Tun dc ces gvoiipes; nous aurons la congmence : 

(5) Z^;=^:-^;, 

^1 et fl^ fetant les deux eixtrfemitis de la Ugne formfee par Tensemble 
des zittes de ce groupe. Je suppose que tomes ces aretes appartien- 
nent i la case a|. Soit 

fly s flj — a, 
Tune de ces aretes; nous aurons lliomologie : 

et en ajoutant toutes ces homologies, on trouverait : 
(6) la] c^ blal - bla;. 

Ajoutons d'une part toutes les homologies (6), d'autre part toutes 
les congruences (5), qui correspondent aux diffferents groupes. L'addi- 

don des congruences (5) doit nous donner la congruence 2! ^l ^ ^> 
3 s*en suit que si un sommet fl° figure dans une des congruences (5) 
avec le signe -{-, il devra figurer dans une autre avec le signe — . 
L'addition des homolo^es (6) nous donnera done : 

C7) Z«;~Z(*t<-*:o- 

En icrivant cette relation je suppose que fl° figure dans deux 
des congruences (5), une fois avec le signe -{" ^^^^ ^ congruence qui 
correspond i la case al , et une fois avec le signe — dans la con- 
gruence qui correspond i la case a^. 

Observons maintenant que b^ et ^° sont deux sommets de P', 
et que ces deux sommets appardennent I'un et I'autre i la case b]^. 
On pent alors trouver une ligne formie d'arfites de P', appartenant 

i cette case J^, et allant de bl i ij. Soit ^b] cette ligne; on aura 
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De m&ne que de la congruence (5) des homologies (2**'), qm 
sont de la forme (2), nous avons d^duit I'homologie (6); de m£me 
de la congruence (5**") et d'homologies de la forme (i), nous pourrons 
d^duire I'homologie : 

A chaque terme du second membre de (7) correspond une homo- 
logie (6*'"). En les additionnant, on trouvera: 



d'oi : 

(8) Z«; + ZI*:-o, 

homologie de la forme (4)^ qui se d^duit^ comme on le voit, des 
homologies (i) et (2). c. a. F. d. 

On pent se demander pourquoi j*ai jugi nfecessaire de revenir sur 
un th^orfime d6ji d^montri au § 7. On le comprendra si on se rend 
compte de la nature g^om^trique, pour ainsi dire, de la demonstration 
du § 7. La pr^sente d^monstradon a, au contraire, un caract&re arith- 
mitique; elle n'invoque que des propri6t6s des schimas difinis au 
§ 2, et des tableaux construits au § 8; et elle conserverait sa valeur 
alors mdme qu'i ces sch^mas et i ces tableaux ne correspondrait aucun 
polyMre. 

Qu'avons-nous suppose en eflfet? Cest que si aj, a^, aj sont 
les nombres des sommets, des aretes et des faces appartenant i une 
miime case, et si p J , ^f , ^J sont les nombres des cases, des faces et 
des aretes auxquelles appartient un meme sommet, on a: 



iP — f^P 



«5 -< + < = H-^{-K = ^i 



et en outre que deux sommets quelconques a? et a^ sont liis par 
^homologie : 

(9) < -^ <- 

Or on pent reconnaitre si un sommet appartient k une face, par 
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exemple, en appliquant au tableau du § 8 des regies purement arith- 
m^tiques, et on peut de la m$me manidre reconnaitre si une homo- 
logie telle que (9) a lieu. 

SXi. 

PossUdlite de la svbdivision. 

Tout ce qui pric^de suppose qu'une vzxikxk quelconque peut 6tre 
subdivisie en vari6t6s simplement connexes, de manifere i former un 
polyddre P, i p dimensions, pour lequel les vari6t6s a^, a\''\ ...^ a\y aj, 
a? sont toutes simplement connexes. Par exemple, toute variiti i trois 
dimensions pourra 6tre subdivis^e en cases simplement connexes, s6- 
paries les unes des autres par des faces simplement connexes. 

Cest cek qu^il nous reste i dimontrer, et c'est cette demonstration 
que je vais donner. Je precise davantage: je vais montrer que toute 
variiti i p dimensions peut 6tre subdivisie de fa^on i former un po- 
lyfedre P, dont toutes les vari6t6s a^ , af~', . . . , a]^ a], a] sont des 
titrates g6n£ralis£s. 

Je supposerai que le thior&ne a kxk d^montri pour une vari6t6 
k p — I dimensions, et je me propose de Titendre i une vari6t& i p 
dimensions. 

Nous prisenterons la definition de notre vari6t6 sous la forme 
suivante, qui comprendra les deux definitions donn^es dans V Ana- 
lysis situs. 

Nous aurons les Equations et les inigalites 

jC. = e^(y, , 3^, , . . . , y^)i (i = I, 2, . . . , n) 

Ces equations et ces inigalites definiront une variite v qui sera 
Jimitte et, en general, non ferniec; on aura differents systtoies ana- 
logues d'equations et VinigaUtes, definissant autant de varietis partielles 

quefappeUerait;,, t;^, . /. , v^. 
^<^* Ore. Matm., t XIII, parte i*.-Stampato U 19 giugno 1899. 4J 
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Deux «de oes vari^tfe seront dites c6ntigQes, si dies out une partie 
commune, et je {mis suj^ser qoe Von peut passer d'on point qnd- 
conque de Tune de ces vari^t^s i un point "^pidcofique d'un^ autre 
quelconque d^entre elles, sans sortir de Tensemble de ces vari^t^s. Get 
ensemble constituera la vari6t6 que j'^appellerai V, et qu'il s'agissait de 
difinir. 

Je supposerai ifttt cete vtriM V est Mifcttre. 

C'est 6videmment U la fa^on h plus g^n^rale possible de d^finii 
one vari^t^ 

ConsidSrons la vari^t^ pardeUe t;,, d^nie par ks Equations (k). 

D'apr&s ie di^^e des fonctions impUdtes, on pourra satisfaire 
nmi dquatian^ 

A = o> 

en £usant 

Jfj ^ T/vti> K.29 • • • > Kjfh 

les ^ ^tant des fonctions holomorphes des x} mais les series ^ pourttmi 
ne pas converger pour tous les points de la varifeti v,. 

Les conditions de convergence seront certaines in^alit^ : 

Quatid on remplacera les y en fonctions des ;(, les rdbttidns : 



deviendront : 



*» ^^ t C^i > ^ > • • • > Kp) 

Alors Tensemble des relations 

(i--) *, = 6;, «p;>o, r,,>o 

difinira une certaine variit^ v\ , de telle fe^on que Tensemble des va- 
jiC'tis analogues i v\ reproduira la variiSti v^. 
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Kous soinmes ainsi ramen^s k h secomde d^nidon de YAna- 
lysis siius. 

Cela pos6, soit v] une autre vari^t^ v\ satisfaisant aux conditions 
suivantes : elle sera tout entidre contenue dans v\ ; die comprendra 
tous les points de v\ qui ne \vk sont pas communs avec une des va- 
ri^t^s contigiies; par cons^ucnt la fronti&re comply de tT sera tout 
enti£re dans la partie commune i v\ et aux vari£t6s coadgues. 

A chacone des vari^t^s 

v; , v; , . . . , 
dont Tensenible constitue F, correspondra ainsi une vari£t6 

sans&isant aux conditions que je viens d'^noncer; et il est clair qu'on 
pent s'arranger de teU^ fat^on que tout point de V appanieniie i i'une 
des vari&t^ v'\ et 4 une seule^ 4 moins qu'U ne soit sur 1^ firontiifere 
de Tune des vari^t^s v'\ auquel cas il devra appartenir, en outre^ i h 
frpndire au moins d'noe autre vari^t^ v'\ 

La vari^ti V, ainsi subdiviste en vrari^t^ v'"*, constitue un poly^dre 
Py au sens donn£ i ce mot au ^ 2. Mais ce polype ne convient pas 
enooie \ la ques t ion, car nous ne pouvons savw si le& vari6t£s v 
sont de& titra^dres gkoikxsiisJks, ou meme sont simplement oonnexfs. 

Considirons la vari6t6 v^, et soit: 



un point intiruur d ceUc variiii; consid^rons la vari^ k use dknension: 

^L = *i *> ^2 = *a^ • • • > t/» = «^ V 

oil les « sonx des constantes, et od nous ferons varies t depivs o 
jjosqu'i -jr- OQ. Cest ce que j'appeUerai on rayon vtcUw^ 

Chaque rayoo. vecieur reocontrera la fronti^re complete de v\ w 
un nombre impair de points; en efiet, cjuand on suivra ce rayoa^ en 



// 
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faisant varier / de o i -}- oo, on sortira de la variitfe v^; on pourra 
y rentrer ensuite et en sortir plusieurs fois, mais on finira toujours 
par en sortir pour n'y plus rentrer. 

II pourra se faire qu'un rayon veaeur rencontre la frontiire de 
vl en deux points confondus. Les rayons vecteurs qui satisfont k cettc 
condition s'appelleront les rayons rtmarquablts, 

Uensemble des rayons remarquables formera une ou plusieurs 
variitis i p — i dimensions, que j'appellefai les cdnts rtmarquablts. 

Les intersections des c6nes remarquables avec la frontidre de v\ 
formeront une ou plusieurs varietis i p — 2 dimensions, que j^appel- 
lerai t7, et ces variitis U partageront la frontiSre de v[ en regions 
que j'appeUerai R, 

Une region R ne pent 6tre rencontrie par un rayon vecteur en 
plus d'un point; mais d'apr^s ce que nous venons de voir, il peut se 
presenter deux cas : quand on suit ce rayon vecteur, en faisant croitre 
/ de o i 00, on peut, au moment ou on rencontre i?, sortir de v[ ou 
y rentrer. Si le premier cas, par exemple, se prisente pour un des 
vecteurs qui rencontrent i?, il se pr^sentera pour tons les vecteurs qui 
rencontrent jR. 

D'ou la distinction des regions R en regions de la i'" sorte, qufc 
les rayons vecteurs rencontrent en sortant de v[ , et en regions de la 
2*** sorte, que les rayons vecteurs rencontrent en rentrant dans v\. 

Les regions R 6tant des vari^tis ii p — i dimensions pourront, 
d'apr^s Thypoth^se faite au d^but, 6tre subdivisies en titraMres gi- 
n^ralis^s. 

Supposons, pour fixer les id6es, qu'un rayon vecteur rencontre 
trois fois la fronti^re de v\^ qu'U rencontre successivement les ri^ons 
-R,, U^, if^; R^ et R^ seront de la 1*" sorte, R^ sera de la 2*** sorte, 

Subdivisons R^ et R^ en titra^dres g6n6ralis6s i p — i dimensions. 

Si r, est une des subdivisions de i?,, menons tons les rayons 
vecteurs qui passent par les difRrents points de J^ , et conservons la 
partie de ces rayons vecteurs qui est comprise entre le point :^. = o 
et le rayon R^ (partie qui est int^rieurc d v'^'); Tensemble de ces vecteurs 
formera un t^tra^dre giniralisi d p dimensions, ayant pour sommet 
le point ;;;_. = o, et pour base le titraMre g6n6ralis6 i p — i dimen- 
sions Tj. 
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Soit maintenant T^ une des subdivisions de J?^; menons encore 
tons les rayons vecteurs qui passent par ies difKrents points de T^ et 
conservons la partie de ces rayons vecteurs qui est comprise entre R^ 
e J?j (partie qui est int^rieure i v,). Get ensemble forme une vari6t6 
i p — I dimensions que Ton pourrait appeier un ironc de tiiraidrt 
giniralisi, dont ies deux bases sont T^ et un titra^dre g6n6ralis6 i 
p — I dimensions, que j'appellerai T^ et qui fera partie de R^. Cest, 
en d^autres termes, la difference de deux titraSdres g6n6ralis6s, ayant 
pour sommet commun le point ;(i = o et pour bases I'un T^ , 
Tautre 7,. 

Ce tronc de titra^dre g6n6ralis6 pourra i son tour 6tre partagi 
en p tfetraSdres g6n6raUs6s, de m^me que dans le th^ortaie classique, 
le tronc de pyramide triangulaire se partage en trois pyramides trian- 
gulaires. 

Finalement v[ sera partagi en titra^dres giniralisis. 

Une difficult^ subsiste cependan^ on pent subdiviser comme v[ les 
autres vari6t6s analogues v"^ , v'^' , . . . ; consid^rons la subdivision de v[ 
en titraMres g^ntralisis jT, et celle de v"^ en titra^dres giniralis^s T^, 
La frontidre commune de v[ et v'^ se trouvera subdivisie d'uiie part 
en titra^dres g6n6ralis6s k p — i dimensions t^ , qui seront les faces 
des T^ , et d'autres part en titra^dres g6n6ralis6s i p — i dimensions 
T^ , qui seront les faces des T^ ; mats il n*esi pas ivideni que us deux 
subdivisions ccfincidtnU 

Considirons alors la partie commune i Tun des t^ et i Fun des 
T^ ; je pourrai, d^aprte Thypoth^se faite au dibut, la subdiviser en tk- 
tra&ires g6n6ralis4s i p — i dimensions c. Ainsi chacun des titraMres 
Tj et chacun des t^trafidres t^ sera subdivisi en titraedres d. 

Soit maintenant t', une des vari^t^s i q dimensions appurtenant i 
T, (j^emploie id le mot appartenir dans le mfime sens que quand je 
dis que les faces, les arfites et les sommets d'un t^tra^dre ordinaire 
appartiennent i ce t^tra^dre, ou quand je disais au ^ 2 que les vari^t^s 
a\ appartenaient au polySdre P). Soit de meme x\ une des variit^s i 
q dimensions appartenant i t^. Ces deux vari6t6s t'^ et t'^ seront des 
ttoa^dres g6n6ralisis, puisque d'apres la definition du t^tra^dre g6n6- 
ralis^, toute variit^ qui appartient d un t^traedre g^niralisi, est elle-mfime 
un t6tra&ire g6n6ralis6. Alors t'^ et t^ se trouveront subdivis^s en xk- 
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tra&dres g^^alis^s d q dimeasions <i, qui appariietidroni aux t^tra^res 
i p — I dimensions <t, 

Cela i la rigueur pourrait nous sufGre; nos varies v^j etc., se- 
xaient partag^es en t^tra^res gin^ralis^s 4 p dimensions T^, ieurs fron* 
ti^es en t^tra^es i p — i dimensions T^\ etc.; seukoaent ces t6? 
tra6dres T^' ne seraient pas ceux qui appartiennent aux t6tra£dres T^, 
cela en seraient seulement des subdivision^, 

Mais nous pouvons aller phis loin. 

Consid^ons Ym\ des t^tra^es i p dimensions T^ dans lequel ii\| 
est subdivis^. Je rappeUe qu'on les a obtenus en subdivisant les troncs 
de t^t^a&ires gin^raUs^, dont il a ii& question plus haut. Par cons^ 
qu^t r^ a tons ses sommets sur la fronti^r^ de v"^ (il y aunut exceptioa 
pour les ttoa^res dont un sommet est au point ^1=0, mats pour 
ceux-li il n'y a pas de diflSculti). 

Supposons, par ezempk, que les points commims 4 T^ et i la 
r^on que j'ai appel^e plus baut R forment un t6tra6dre gin^ralisi 
k q dimensions 7^ appartenani d T^^ et que ks points conununs 4 P 
et i la rfegioA -8^ forment un titraMre kp — q — i dimensions T^^''\ 
appartenant i T^. 

Les titrafedres T' et T^'"* sont ^alogues aux t^tra^dres t^ 
trait6s plus haut; ils peuvent done £tre subdivis^s ea ttoa^dres anar 
logues k ceux que j'ai appel^s a'; soient S^y ^ . . . , les t£traMres ana- 
logues i a', qui sont des subdivisions de T^; soient Sf~*""S 55^""%... 
les tfetraidres analogues i <x' qui sont des subdivisbns de T'^"*. Jc 
dis qu'on peut subdiviser T{ en t^traMres k p dimensions de telle fafon 
que les variitfes SJ, S«, . . . , Sf-*"', S^^"', . . . appartienncmt k V. 

Pour le dimontrer je suppose d'abord que T' soit ua iitraldm 
rectiligne {dx. % 2ux fine). On sait quHm t^tra^e recdiigiie est entid- 
rement d^fini quand oa coonait ses j> -f- 1 sommets. Alois T^ est k 
tfctra^dre rectiligne qui a pour sommets ceux de T* et de r^^""*. 

Supposons que T' se decompose en, g t&tcaidres partifikt 

et r^*"' en /; titra&lres partiels : 

^i > ^z > • • • > •-'jb • 
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On virifiera alors que P se decompose tn gh titraddres partiek 
li sont ceux dont les sommets sont ceux de 

y. et Sl^"' (i=I, 2 ^; ibz=i, 2, ..., *). 

Si le t&tra&lre T^ n'est pas rectiligne, le risultat subsiste puisque 
1 t^traMre qudconque est hom^omorphe i un t^tra^e rectiligne. 

Ainsi notre vari£t£ est d£compos6e en t^tra^dres i p dimensions 
; fa(on 4 former un poly^dre tel que toute vari^t^ appartenant i ce 
^lyMre, appartient i Tun de ces t^traMres. 

On est ainsi d6barrass£ des derniers doutes qui pouvaient subsister 
1 sujet de la possibility de subdiviser une vari^t^ V de fa;on i former 
1 polype P, pour lequel tous les a\ soient simplement connexes. 



Paris, mars 1899. 
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SUR LES SYSTfiMES UNfiAIRES DE UGNES TRACfiES 



SUR UNE SURFACE ALGfiBRIQUE; 
par M. ^mile Pioard, i Paris. 



Adunanu del 9 aprile 1899. 



Consid^rons sur une surface alg^brique deux syst^es irriduciibla 
et comphts |CJ et \C^\ d^finis respectivement conune intersection de ]a 
surface / avec les deux systdmes liniaires de surfaces 



«o^o+ ••• +«,^, = o> 



Le systtoie 

(l) X\,i^;i2i = (/=i,2,...,r; *=i, 2,^,1^) 

dfefinit un syst^e irriductihlt qui contieat totalement toutes les courbes 
compos^es C, + Q , mais qui peut ne pas fitre complet. Envisageons 
alors le systcme complet \C\ ddfini par une courbe C^-j- C^, ayant 
comine points-base les points-base de |CJ et de IC^I, de telle sorte 
qu'un point-base d'ordrc \^ pour |CJ et d'ordre \ pour |C^| soit 
d'ordre \^ -{- X, pour \C\. Ce systime complet \C\ est, par definition, 
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la somme dts deux systimes donnis, H est compl^tement d^termini par 
une courbe C, et par uae courbe C^, et en plus par les points-bases 
des deux syst&nes et la mani^re de se comporter en ces points qui a 
ktk sp^dfifee. 

n est imm^diat que si n^ et n^ sent les dtgris respectifs des systimes 
|CJ et \C\y et si i est le nombre des points variables de rencontre 
d'une courbe C^ et d'une courbe C^, on aura pour le degri n de |C| 

Dans son beau mimoire (Introdu:(ione alia geometria sopra le su- 
perficie algebriche, Soci6t6 Italienne des Sciences, 1896), M. Enriques 
6tablit Cp^ge 30) une formule donnant le genre de la courbe g6n6rale 
de \C\y et qui est toute semblable i celle que Ton connait dans le cas 
Du la surface se r^duit i un plan. En appelant tc^ et tc^ les genres 
respectifs d'une C^ et d^une C^ , on a pour le genre tc d'une courbe C 

7C = TCj -}- w^ -}- i — I 

La demonstration de M. Enriques fait intervenir des conside- 
rations assez deiicatjs sur la connexion. Je veux indiquer comment on 
pent verifier la formule pricidente par un calcul tout ei^mentaire. 

D^signons par q^ le degr^ d'une courbe C^ (qui n'a aucun rapport 
avec le degri du syst&ne |CJ), et par q^ le degri d'une courbe C^; 
soient en outre X^ et \ les ordres respectifs d'un mSine point-base 
pour- les deux systimes. 

Efiectuons la perspective des deux courbes C, et C^ et d'une courbe 
C sur un plan arbitraire et en prenant un point de vue arbitraire. On 
aura pour la perspective de la courbe C, 

i, itant la part provenant des points multiples de C, situis sur les 
lignes multiples de la surface /, et k^ le nombre des points doubles 
apparents de C,. On aura de mime pour la courbe Q 

* 2 2 2 Z- 2 

R^nd, Ore, UaUm^y u XIII, parte i^.^Stampato n 20 giugno 189^. 44 
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La courbe C 6tant d^termin^e par une surface apparcenant au systtoie 
des surfaces adjointes dont Tune determine la courbe compost C^-^C^^ 
son degri sera 6gal i 9i "h ^^ ; eUe ^ura comme points multiples pro- 
venant des lignes multiples un nombre d^ points Equivalent (pour notre 
probl^e) i h^-\'h^ points doubles, et ceux provenant des points-bases 
seront d'ordre \ -{- \. Quant aux points doubles apparents de C, leur 
nombre sera £gal i 

en d^signant par H le nombre des points doubles apparents provenant 
des droites qui rencontrent i la fois C, et C, et passent par le point 
de vue. On a Evidemment 

et, comme manifestement 

Y fi« + ^a)fi, +\-l) 

^ 2 

on trouve de suite 

7C = TCj -}- 7C^ + i — i> 



comme nous voulions TEtablir. 



£mil£ Picard. 
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I VARH TM POSSIBIU DI QUARTICHE PIANE 
PitJ VOLTE OMOLOGICO-ARMONICHE. 



Nota di Edgardo Giani, in Messina. 



AdttMnzft del 9 aprile 1899* 



In questo breve scritto mi propongo di ricercare quand'^ che una 
quartica piana irridutdbiie pu6 essere trasformata in s& da piii omo 
logie armoniche. 

I risultad che ho conseguito riguardo al numero e alie relazioni 
mutue di tali omologie sono riassunti ai n** 13, nel quale ho riunito 
tutd i casi trovati e che sono anche i soli possibili. Figura fra diessi 
la nota quartica di Klein che ^ trasformata in s& da 21 omologie 
armoniche (*). 

In quasi tutti i casi trovati h notevole la configurazione dei flessi 
per le mutue relazioni di posizione nelle quali essi vengono a essere 
vincolati per la esistenza delle omologie in parola. Altrettanto potrebbe 
dirsi per le bitangenti. 

Mi sono limitato alle omologie armoniche perchd, come risulta 
dal n** I, all'infuori di due casi ben ristretti, ogni omologia che muta 
in st una quartica piana irriduttibile & necessariamente armonica. 

(•) Klein: Ueher die Transformation siebcnUr Ordnung dcr elliptischen Funo- 
Honen, Mathematische Annalen, Bd. XIV. 
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I. Se esiste una omologia capace di trasformare in sd una quar- 
tica piana irridutdbiley £ certo che ogni curva polare dd centro i pure 
mutata in si per opera di tale omologia. 

Dunque essa i armonica (generalmente) perchi la conica pdare 
non pu6 essere mutata in si (generalmente) che da una omologja 
armonica. Fanno eccezione i casi s^uenti: 

(a) La conica polare i indeterminata. 

(b) Oppure essa si compone di due rette passanti per il centro 
(distinte o coincidenti). 

(c) Owero i formata dall'asse di omologia contato due volte e 
non passante per il centro. 

(if) O finalmente & cosdtuita dall'asse suddetto e da una retta 
passante per il centro. 

Nel caso (a) il centro d un punto triplo e quindi non esistono 
omologie col centro in tal punto capaci di mutare la quartica in s& 

Nel caso {b) il centro i un punto doppio e Tunica omologia che 
abbia il centro in tal punto e che trasformi in si la curva h necessa- 
riamente armonica. 

Nel caso (c) si osservi che I'asse contato due volte costituisce la 
conica polare del centro, anche rispetto alia cubica polare del mede- 
simo punto. Se quest^asse si prende come x^ = o e il centro come 
(i o o), la cubica in parola sari 

(0 x\ + ff(x^, x;) = o 

(dove 9 i del 3° grado) e la quartica sari: 

(2) x^[x] + 9(x„ X3)] + K^a> ^3) = ^ 

(dove ^ i del 4° grado). Le omologie col centro in (i o 0) e che mu- 
tano la (i) in s6 sono le sole 



/ X, x^ x\ / X, x^ x\ 
\tx^ x^ xj \e^x, x^ xj 



con t, t* radici cubiche imniagiiurie dclTuniti. Ma esse non trasfor- 
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mano in s6 certamente la (2), dunque bisogna che <p sia nullo identi- 
camente e che quindi la (2) divenga 

(X X X \ 
, . ' * M sono le sole omologie 
±tx, X^ X^J 

non armoniche col centro in (100) e trasformanti in s6 la quardca. 
Finalmente nel caso (d) si vede che la cubica polare ha necessa- 
riamente un flesso nel centro d'omologia e quindi se h, irriduttibile la 
sola omologia che la trasformi in s6 h manifestamente armonica. Se 
poi tale cubica si spezza, si vede subito che Tunica ipotesi che rimanga 
utihnente a discutersi h che la cubica in parola si componga di una 
retta per (100) e dell'asse contato due volte. Ma allora Tequazione 
della quartica h necessariamente : 

x\ x^ + f(x, , X3) = o, 

dove / h del 4° grado. Nel qual caso le omologie 

/ X, X, x\ /x, x^ x\ 
\ex, X, x/ \x^ ex^ xj 

sono le sole omologie non armoniche col centro in (i o o) e trasfor- 
manti in s& la quartica. Abbiamo cosl trovato due soU casi di eccezione 
ed ft owio il caratterizzarli geometricamente. Q6 ft espresso dal teo- 
rema seguente nel quale essi sono considerati: 

Ogni omologia che trasforma in si stessa una quartica piana irri- 
duttibile i armonica, meno che nei due casi caraiieri:^ati dalle due equor 
Zioni seguenii: 

x\ + 9ix,, x;) = o, 

xlx,+f(x^, x;) = o 

(9 e / binarie biquadratiche). 

Nel f la quartica possiede 4 punti di ondula7;ione sulVasse di omo- 
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logia con le tangenii di ondulas^ione concorrenii nd ceniro di omologia e 
le omologit cht fanno tcce^^ionc sono : 



\±ix^ x^ xj 



Nel 2® caso la curva possiede 4 flessi sulVasse di omologia con le 
tangenii di flesso concorrenii nel centro di omologia cht I per la quartica 
un punio di ondulai^one. Le omologie cht fanno ucei^ione sono 



/ X, X, X3\ / X, X, xA 

\ex, X, xJ' \ex^ X, xJ 



dove c, C sono le radici cuhiche immaginarie delVuniid. 

2. Sia adesso una omologia armonica che trasfonni in sd stessa 
una quartica piana irridutdbile (in tutto quel che segue la irridutdbilitd 
della quartica t ipotesi essenziale e sottintesa). 

Sono propried evidend o facili a dimostrarsi le seguend : Se la 
quartica non ha punti singolari, il centro di omologia nonpu6 essere 
sulla curva : la cubica polare del centro si compone dell'asse di omo- 
logia e di una conica c rispetto alia quale il centro e Fasse sono polo 
e polare (cio6 il centro 6 uno dei 21 punti doppi della Steineriana). 

Segue che le 12 tangend condotte dal centro alia quartica sono 
generalmente cosdtuite dalle 4 tangend nei 4 punti in cui I'asse taglia 
la curva e dalle 4 bitangenti passanti ognuna per due punti comiini a 
c e alia quardca. 

Se poi il centro di omologia ^ sulla quardca, esso h un punto 
doppio per la curva : le tangenii nodali sono anche tangend di flesso 
e compongono la conica c precedente. 

3. A queste semplici osservazioni ne aggiungeremo altre due che 
sono meno evidenti e che ci occorrono nel seguito. 

La I* 6 : « Non possono esisterc due omologie armoniche tra- 
sformand in sh la quartica e dotate del medesimo asse ». Infatti si 
prendano : qucsto asse per x^ = o, la retta che unisce i centri per x^ = o 
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e su di essa i punti (o o i ), (o 1 1 ) come centri. La omologia di cui & 
centro (ooi) esige che I'equazione sia pari in x^, doi: 

^^ + (Px] + cx^x^ + dxl)x] + ex'^+fxlx^ 
+ g^\K + *^x^J -j- exj = o. 



La 2* omologia & 



\X, *,— 2X, — xJ 



e quindi per essa Tequazione diviene : 

ax] +[bx] + cxXx, -T 2X3) + d(x^ — 2x;)']x] + /xj 
+ Al(^. ~ 2X3) + ^xj(x, — 2X3)^ 

tna poichi la curva deve essere trasformata in s^, anche la equazione 
ultima deve essere pari in Xj, il che esige che sia prima / = g =/= fc = o 
e in conseguenza c = d = o. Ma allora la curva si spezza. 

Non possono nemmeno esistere omologie armoniche trasformanti 
in s£ la quartica e dotate dello stesso centro. Perch^ la retta polare 
del centro deve essere unita per entrambe e quindi passa per il centro, 
h indeterminata. Ma se passa per il centro questo t sulk curva e 
quindi 6 per essa un punto doppio (n° 2), dunque la retta polare h 
indeterminata* Ora, quando il centro ^ un punto doppio d ben evi- 
dente che le due omologie in parola non possono esistere. 

4. Q6 posto, cominciamo dali'esaminare se una quartica piana 
irreduttibile pu6 ammettere pid di una omologia armonica che la tra- 
sformi in st stessa. Supponiamo che esistano due tali omologie cosl 
che sulla retta che ne congiunge i centri non esista alcun altro centro 
di altra omologia trasformante in s^ k quartica. Se A^ A' sono'i" centri 
e a, a' gli assi rispettivi, h manifesto che A' gkceri sopra a^ A sopra 
4i'y altrimend trasformando una delle omologie supposte medknte I'altra 
Voveremmo una 3* omologk trasformante in s& k nostra quartica e 
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col centre sopra AA'y H che h contrario aUa ipotesi fatta. Allora la 
equazione della curva riferitaal triangolo a, a'y AA' h manifestamente : 

(I) flxt + *xl + ex; + ax\x\ + ex\x\ +fx^,x\ = o, 

ci6 che prova la esistenza di una 3* omologia di cui il centro e I'asse 
sono rispettivamente il punto a, a' e Tasse A A'. Esiste dunque un 
triangolo tale che ogni vertice col lato opposto individua una omologia 
annonica trasformante in s6 k curva. 

5. Q proponiamo adesso di considerare, primieramente, tutti i casi 
possibili nei quali esistano omologie armoniche trasformanti in s£ la 
curva con i centri in linea retca. Disdnguiamo due casi a seconda che 
tale retta incontra, o no, la curva in 4 punti distinti e incomindamo a 
trattare il primo. 

Sia r tale retta, A un centro su di essa, a Tasse relativo e -4' il 
punto a. r. I 4 punti della quartica sopra r debbono distribuirsi in due 
coppie armoniche rispetto ad AA\ Dunque A A' deve essere ima 
coppia del covariante sestico della binaria biquadratica rappresentata dai 
4 punti suddetti. Se esiste una sola coppia come -4^' si ha la (1) del 
n° precedente. 

Sia adesso B un nuovo centro su di r, i I'asse relativo e B' il 
punto h,r. La coppia BB' deve quindi coinciderc con una delle altre 
due coppie del covariante suddetto. 

Ora se noi efFettuiamo la trasformazione omologica (^, a) suUa 
(5, h\ h manifesto che i punti BB' si scambiano fra loro (perchd il 
gruppo AA'BB' costituito da due coppie del covariante sestico in 
parola 6 un gruppo armonico). Dunque esiste una quarta omologia 
armonica che trasforma in si la quardca e che ha per centro JB' e I'asse 
passante per B. Cioh la coppia B B' deve trovarsi in condizioni uguali 
della AA\ Allora riferendosi alia equazione del n** precedente, sce- 
gliamo il punto uniti in guisa che, essendo r ^ x^ = o, sia (i i o), 
(i — I o) lanuova coppia BB\ L'omologia armonica di cui ft centro 
(i I o) e asse x^ -j- x^ -j- fex^ = o ft data dalla sostituzione 



/ x» X, X3 \ 
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Essa, applicata alia (i) del n° precedente, la trasforma in 
ma questa deve essere nuovamente pari in x^,x^yX^ , il che richiede prima 

(XX X \ 

' ' ' 1 

e se la nostra equazione deve rimanere invariata per opera di questa 
omologia, deve essere necessariamente a = by e = / e I'equazione 
diviene : 

(2) fl(xj + xl) + dx]xl + tx](x\ + xl) + cxj = o; 

in questo caso la curva possiede le 4 omologie, con i centri in linea 
retta e gli assi passanti per un punto, che sono individuate rispettiva- 
mente da 

(i 00) (01 o) (no) (i — I o) 

X, = o x^ = o X, + x^ = o X, — X, = 

e oltre queste "possiede pure la omologia di cui 6 centro il punto co- 
mune agli assi precedenti e asse la retta che unisce i centri. 

Finalmente si vede che se «=:/=:o tutt^e tre le coppie del cova- 
riante sestico in questione si comportano ugualmente : Tequazione 6 

(3) « + ^i) + ^« + cx] = o, 

e la curva possiede oltrc le omologie precedenti le altre due di cui i 
centri e gli assi sono 

(i i o) il —i o) 

x, — ix^ = o x^^ix^ = o. 

n caso in cui la r tagU la curva in punti distinti 6 cosl esaurito 
Rend. arc. MaUm,, t. XIII, parte i'.-«Stampato U 21 giugno 1899. 45 



354 s* CI AN I. 

e sarebbe facile vedere che le forme (2) e (3) trovate in generale non 
si spezzano. Risulta anche dal corso del ragionamento che, nel caso 
orn trattato, Tessere i centri in linea retta porta -cbe gli assi relativi 
passino per uao stesso punto. 

6. Supponiamo adesso che U r non iacontri la quartica in punti 
tutci distinti. Anzi comindamo dall'ammettere che tali pund siano riu- 
niti in uno solo che indicheremo con P e consideriamo due delle sup- 
poste omologie (sempre con i centri sulk r). 11 punto P deve essere 
unito per entrambe, dunque, per le osservazioni gii fatte al u^ 3, aon 
v'& altra ipotesi possibUe che P per Tuna sia centro e appartenga al* 
Tasse dell'altra. Cioh, indicando con p Tasse di P e con A, a 'A centro 
e Tasse dell'altra, deve il punto P trovarsi sopra a^ doh essere il punto 
a. r. Segue che A si trova sopra py altrimenti effettuando la trasforma- 
rione omologica (^Ay a) sulla (P, />) troveremmo due omologie con 
lo stesso centro e con assi diversi trasformanti in s& U curva, ci6 che 
ft in contraddizione col n° 3. Allora il triangolo fl, />, r 6 tale che ogni 
vertice col lato opposto individua una omotogia trasformante in si la 
curva e quindi assumendo talc triangolo come fondamentale la equa- 
zione deve riuscire pari in x, , x, , Xy D^altra parte la x^ = o deve 
incontrare la curva in 4 punti riuniti in P=(ioo), quindi tale equa- 
none sari necessariamente della forma : 

**: +f«5 +«*:*;+/*:*: =0. 

Si vede subito che sulla r non vi pu6 essere un altro centro per- 
chft dovrebbe I'asse passare per P e quindi il centro suddetto coind- 
dere con A. Ma allora segue che Tasse deve per intero coinddere con 
a altrimenti esisterebbero due omologie armoniche trasformanti in s£ 
la curva e dotate dello stesso centro e di assi divert, il che al soUto t 
in contraddizione col n^ 3. Dunque, se la r incontra la quartica in 4 
punti riuniti, si ricadc nel caso del n° 4. 

n medesimo ragionamento e la stessa conclusione possono ripe- 
tersi se la r incontra in 3 punti distinti la quartica, perchft quello fra 
questi tre punti che vale due deve essere unito in tutte le omologie 
supposte e dene luogo del punto P del caso precedente. 
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7. Rimane a discutere il caso in cui la r incontri k curva in due 
soli punti. Essi possono essera entrambi punti di contatto, o entramW 
punti doppi, owero : Tuno punto di contatto e Taltro piinto doppio, o 
finalmente pu6 Tuno contare come tre e I'altro come uno. Ma se tali 
punti si trovano in condizioni dissimmetriche come ammettono le ultime 
due ipotesi^ essi debbono essere uniti in tutte le omologie supposte e 
quindi si ricade nella conclusione del n^ precedente. 

Supponiamo adesso cha quesu punti siano doppi entrambi. Saranno 
contemporaneamente o nodi, o cuspidi (se fossero nodo e cuspide si 
troverebbero in condirioni dissimmetriche e quindi ccc). Se sono nodi, 
si osservi che ogni omologia supposta deve cambiarc in sd le tangenti 
nodali. Dunque essa o ba il centro in un vertice del trilatero diago 
nale del quadrilatero formato con le tangenti suddettc e per assc il 
lato opposto, owero ha il centro in un nodo e ha per asse la con- 
giungente dell'altro nodo con quel vertice del trilatero in parola che si 
oppone a r. Quindi sulk r non si possono avere che uno, due, o 4 
centri. H caso di due t comenuto net n^ 4. 

Per il caso dei 4 centri si assuma il triktero di prima come trih- 
tero fondamentale e i punti (i i o), (i — i o) come punti doppi c 
si troveri fequazicme : 

«-^y'\-'^,i< + *D + c^:==o; 

essa nctti i che im caso particokre delk (2) dd n* 5 per i= — 2a 
(anzi pu6 servire a dimostrarci che k x^ di quel caso non pa6 mai 
essere una bitangente). 

Se finalmente si tratta di due cuspidi, prendendo k r per x^ = o 
e per x, = o, x^ = o le tangenti cuspidaU, Tequazione t 



ax\xl 4- bx]x^ -f cxjx, + gx^x^x] +fx] = o, 

k quale ci dice che bee non possono essere zero contemporanea- 
mente se no k curva si spezza. Dunque una almeno delle tangenti 
cuspidali incontra k curva fuori delk cuspide in un punto. In qucsto 
caso Tunica omologk possibile ha il centro in una cuspide e per asse 
k tangente nell'alora cuspide {b == 0, oppure c = o nclk equazione 
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precedente). Se poi entrambe le tangend cuspidali incontrano dascuna 
la curva in un punto fuori delle cuspidi, allora pu6 sussistere una 
omologia di cui il centro h il punto comune are alia congiungente 
i punti d'incontro (fuori delle cuspidi) delle tangenti cuspidali con la 

(X X X \ 
' * M con centro 

in (i — I o) e asse x, — x^ = o. Ma in tal caso non pu6 coesistere 

(X X X \ / X X X \ 

' ' M, owero Taltra I * ^ M, a meno che 

— X, X, xj \x^ —X, X3/' 

la curva non si spezzi. 

Sarebbe facile vedere che ci6 t vero anche quando Tulteriore 
punto comune alle tangenti cuspidali e alia curva t il punto d'incontro 
delle tangenti suddette. 

In conclusione, se la r contiene due pund doppi della quardca, nqn 
si i condotd a nessun caso nuovo. 

8. Ammetdamo adesso che la r sia bitangente e che esistano due 
omologie coi centri sopra tale retta. Intanto un centro non pu6 essere 
un punto di contatto altrimend quel punto sarebbe doppio (n** 2), ma 
nemmeno pu6 trovarsi sopra un asse perchd il centro relarivo, non 
potendo essere Taltro punto di contatto, i pund di contatto della r 
verrebbero a essere piu di due. Dunque se Ay a sono centro e asse 
di una delle omologie supposte ed ^ A' ^a.r^ la coppia A A' deve 
essere armonica alia coppia dei pund di contatto suddetd. Prendendo 
quesd come (010), (10 0), la equazione della quartica sari : 

ax\ + hx\ + ex] + dx^ + tx\x\ = o, 

dove le i, c, d sono binarie in x^, x^ di grado i, 2, 3. 

Se ora si prende A' come (i — i o) e a ^ x, — x^ = o la 

(X X X \ 
* * Me quindi la equazione precedente, 

scrivendola per disteso, 6 : 

ax\ + hx\{x^ + O + x\[c{x\ + ^D + c'x.x,] 
+ xM^^\ + ^0 + ^'i<^^ + *.^DJ + i« = o. 
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Sia By b centro e asse della 2* omologia supposta e pongasi 
B' ^b.r: allora la coppia BB' ^ anche armonica rispetto alia coppia 
dd punti di contatto. N6 puu BB' coincidere con A' A altrimenti sa- 
remmo nel n** 4 e gii osservammo che allora (n° 7) x^ = o non pu6 
essere una bitangente (il che del resto t facile riconoscere anche geo- 
metricamente). 

Donque, preso B come punto (i, — \ o), si pu6 prendere per b 

la Xx, — X, = o e la omologia (5, b) t T' ^^^^ ^^M. 

Se si esige che la equazione precedente ritorni in st per opera 
di questa omologia, si vede che deve essere necessariamente >. una delle 
radid cubiche immaginarie dell'unid e inoltre 

i 1= c = i' = o. 

La equazione assume la forma : 

ccx] + ^x]x^x, + yx^{x\ + xl) + ^x]xl = o, 

^ la quartica h mutata in s^ dalle tre omologie. armoniche 

cui i centri sono : 

(i —10), (i — e o), (i — e' o) 

e gli assi 

X, — X, = 0, X, — 6"x, = 0, X, — ejf, = 0, 

e il corso dd ragionamento prova che se esiste una omologia col centro 
sopra r, essa t certamente una delle tre precedenti. I tre centri e i tre 
pimti d'incontro con gli assi della retta r rappresentano due binarie 
cubiche tali che Tuna t la forma Q dell'altra, do^ una i ottenuta dal- 
I'altra cercando il 4° armonico di uu elemento rispetto agli altri due. 
II gruppo hessiano comune ^ quello dd pund di contatto. 
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9. I n^ 4, 5, 6y jy 8 esauriscono tutti i casi possibili di omo- 
logic con i centri in linea retta. £ notevole osservare chc, di conse- 
guenza, gli assi passano sempre per un medesimo punto. Pos^amo 
anche condudere, in sostanza, che se una quartica ammette vane omo- 
logie armoniche che la trasformino in s& medesima, considerandone 
due qualunque di cui i centri siano Ay B q ripetendo per la retta A B 
tutti i ragionamenti fatti antecedentemente per k retta r, siamo neces- 
sariamente condotti all'una, o all'altra, delle due forme seguenti: 

(2) «a:^ + p*;x.*, + yx, w + .»D + «*:*: = o 

Vogliamo adesso esaminare a quali forme particolari di queste 
siamo condotti quando si consideri una delle altre omologie supposte 
col centro fuori della retta AB. 

10. Cominciamo dalla (i). Sia^JSCil triangoto fondamentale, 
e c? il centro e I'asse della nuova omologia supposta cod che O 
giace fuori dei lati del triangolo suddetto. Osserviamo suhito che O 
non pu6 essere punto doppio della quartica altrimenti taU sarebbero 
anche i tre corrispondenti di O nelle tre omologLe del triangolo fon- 
damentale e la curva si spezzerebbe. Segue che O k estemo alia curva 
(n° 2). 

Mora per la retta A potremo ripetere tutti i ragxonamenti dd 
n* precedenti : doi indicando con A' il punto OA.BC e con O' il 
punto 0. OAy avremo (A A' OC/^ = — i se siamo nel caso del n® 5 
owero, se siamo nel caso del n° 8, esisteri un'altra omologct (Af, m) 
col centro M sulla OA in guisa che si avri 

(OMAA") = — I, (AM OCT) = — 1. 

II caso del n* 4 lo escludiamo a priori perchS se (/ coincidesse 
con A, A' coinciderebbc con O, do^ O si troverebbe sopra un htto 
del triangolo fondamentale, il che 6 contrario alia ipotesi. Q6 posto 
prendiamo A come (ao i) e O come (i i i): nel caso del n* j, esscnck) 
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{A A' 00'') = — I, troveremo 0'^(i, i, — i) e nel caso del 
n"" 8, essendo (OMAA') = — i, (AMOO') = — i, troveremo: 
Af =(1, 1, — i) e dopo 0' = (i, I, — 3). Indicando con 0", 0'" 
i punti analoghi a 0'. situati sopra OB, OC, t d'uopo osservare che 
C, 0", 0"' debbono essere in linea retta (la o) e quindi t possibile 
sokmente la ipotesi 

O' = (i, I, - 1), 0" s (I, - 3, 1), 0'" = (- 3, I, I) 
le analoghe. S^ue che la o ^ la retta : 

La cuHca polare del centro rispetto alia quartica h 
ax\ + hx\ + ex] + d{x\x^ + x,xj) + .(xjx, + x,x;) 

K^ssa, secondo il n^ 2, deve spezzarsi nella retta 

*, + *a + 2jrj = o, 
^ nella conica: 

xn guisa che la i* da polare di (i 1 1) rispetto alia 2\ H che richiede 
che sia: 

m = «, r = s = — q, /> = 2 (^ + w), 
onde la conica precedente h 

K< + *a) + 2 (X — \l)x] + 2 (a(— X^X^ + Jf,*3 + ^,^3) = O 

e la quartica & 
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Ora applicando la trasformazione lineare 






3' 

la quardca precedente diviene 



!«; + ^ (^) !'?':=<'. 



la quale sari discussa al n° 12. 

II. Passiamo adesso alia (2) del n^ 9 e fecdamo considerazioni 
analoghe. Abbiamo dunque la quardca 

axJ+px;*.v, + Y*,W + *l) + Xx:*: = o 

e vogliamo esaminare se pu6 ammettere una omolo^ (0, 6) col centro 
fuori della jc^ = o. Sieno A, B, C i centri sopra quest'ultima retia, 
fl, b, c gli assi. Noi potremo ripetere per le rette OA, OB, OC i 
ragionamenti fatti nel n^ precedente. Ad es. la OA presenta i txe casi: 
1° Tasse passa per A e quindi a per 0, 
2*^ si ha (AA'OO') = — 1 (dove A^a.AO), 
f esiste sulla 0-4 un altro centro M cosl che 

{OMAA') = - I, {AMO(y) = — I. 

Nel 1° caso la curva riferita alle tre rette a, 0, OA t rappresen- 
tata da una equazione pari in x^x^x^ (n° 4) e quindi si ricade nel 
n° precedente. Altrettanto pu6 dirsi nel 2^ caso perchd allora sulla retta 
OA esistono 4 centri e valgono le considerazioni del n® 5. 

Rimane il 3° caso per il quale si avri conteniporaneamente : 

{OMAA') = — I, {AM 00') = — I 
{OM^BB') = — I, {BM^OO") = — I 
{OM^CC) = - I, {CM^OO''') = -- I. 
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I punti A, 5, C hanno per cxwrdinate rispettivamente (n® 8) 
(i —I o), (i — e o), (i — e* o), 

e g^ assi sono : 

X^ — X^ = O, X» — 9^X^ = 0, X^ — tX^ = O. 

n punto abbia le coordinate yj^y^. Si vede fadlmente aUora 
che si ha: 

0' = (2y,— y,, 2>,-y,, y;) 
0" = (2ey^—y^, izy^^y^, y^) 

Ora i punti 0\ 0", 0'" debbono essere in linea retta (k d) : 
esprimendo questa condizione si trova : 

lAz y^^o perchfi il centro h supposto fuori di jr ^ = o. Quindi 
si ha : o jf ^ == o, oppure y^ = o, owero ^^==0,3^^ = insieme. 

Ma in quest'ultimo caso poich^ gli assi Uy b^ c passano per 0, ne 
viene che la x^=zo i Tasse di 0, ma aiiora y=o e la curva si spezza. 
Se poi y^z=: o, y^z^o la retta diviene 

doi passa per uno dei punti di contatto di jc = o con la quartica : 
d'altra parte x^=i o non d unita in questa nuova omologia, dunque 
in (100) si avrebbero 2 tangenti, il che 6 assurdo perchi (i o o) non 
6 doppio. Dunque la conclusione di questo n° e del precedente si t 
che non rimane altro che da esaminare il fascio di quartiche 

Rend, Ore, MaUm,, t XIII» parte x*. — Stampato il 22 giugno i8^. 46 



363 B. CI AN I. 

12. Gimbiando il parametro del hsdo ne scriveremo pid oppor- 
tunamente la equazione cosl 

(i) I*t+«>^Z*J*I = o, 

per X = la quardca del £ascio si spezza nelle 4 rette : 

*, + *a + *, = 0> ^, - *a + *3 = ^ 

- *i + *a + *3 = ^' ^'« + ^ - *3 = ^ 

formand un quadrilatero che ha per trilatero diagonale il fondamen- 
tale. Invece per X = — si ha la conica doppia (2^J<fJ)* = o, la quale 

6 tnanifestamente la cosidetta conica dei 14 pund del quadribtero pre- 
cedente (do^ la conica che passa per il gruppo hessiaao dd 3 vertid 
su ctascun late). Si pu6 quindi considerare il fascio come individuato 
da un quadrilatero e dalla conica dei suoi 14 pund contata due volte; 
i lad del quadrilatero sono bitangend a dascuna curva del £asdo. Si 
ricoQosce fadbnente che esistono 9 omologie armoniche trasfbrmand 
in sd contemporaneamente la conica e il quadrilatero. Sei di esse hanno 
per centri i verdd del quadrilatero e per assi le polari dd venid ri- 
spetto alia conica in parola, tre hanno per centri e per assi i vertid 
e i lad del trilatero diagonale (che nd nostro caso h il fondamentale). 
Si vede anche facilmente che queste 9 omologie trasformano in sd ogni 
curva dd fascio (n° 13, VI). 

Si domanda adesso : Potranno esistere altre omologie trasfonnand 
in si qualche curva particokre dd fasdo? Per rispondere a questa 
domanda disdnguerenio due casi: o il centre della nuova omolo^ 
supposta giace sul triangolo fondamentale, owero non gli appardene. 
Nd i^ caso se il lato che lo condene b x^=i Oy esso in forza delle 
considerazioni dei n' 4, 5 deve contenere sd centri e le omologie che 

si aggiungono sono le due :i ' ^ '')*(' * *f 
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e per conseguenza le altre 4 analoghe: 

Ma esse trasfonnano in s^ la 

e non la X^i*** = ^> dunque runica curva del fascio(i) che le am- 
metta t ^xj = o. Questa curva possiede in tutto 15 omologie armo- 
niche e dofe le 9 citate avand e comuni a tutte le curve del fascio e 
altre 6 di ognuna delle quali h centro un punto comune alia conica 
dei 14 pund e a un lato del triangolo fondamentale, e asse la tangente 
alia stessa conica nell'altro punto in cui essa t incontrata dal lato 
suddetto. 

Andiamo al 2^ caso. Esista dunque un nuovo centro P fuori dd 
lad del triangolo fondamentale. Potremo applicare a questo nuovo 
centro P e al triangolo suddetto tutte le consideraaoni del n° 10. Ciod 
sopra la cong^ungente di tale centro P con uno dei verdd del trian- 
golo fondamentale devono esistere in tutto quattro centri e su cia.scnna 
delle altre due congiungend di P con i due verdd fondamentali rima- 
nend devono esistere in tutto tre centri. Sia (001) il 1° verdce sud- 
detto e (i 00), (010) gli altri due. Sulla retta che unisce P a (00 1) 
debbono dunque trovarsi in tutto 4 centri, quindi (n^ 5) uno di quesd 
deve essere sulla x^ = o e, se non voglianio ricadere nel caso di dianzi^ 
esse sari uno dei pund (i 10), (i — i o). 

Quindi le coordinate di P saranno della forma 

e Tasse reladvo sari (n° 10) 

l*(*, + O + 2*, = 0> 
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e finalmente I'omolo^ armonica chc ha per centro e per asse il pnio 
e la retta precedenti sari: 



Hsigiamo adesso che una curva del fasdo 






sia trasfonnau in s£ dnlbt omologia precedents 

Eseguin i calcoli troveremo faciimente le solimoni 



■ -■Y? 



4 ' 



' = ±>^. 
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I'ultimo caso lo esdudiamo perchfi !a curva del fascio corrispondente 

a > = — 4 la conica doppia ^arj = o. 

Rimangono i primi due. Nell'uno e ndl'altro la quartica posgok 
in tutto 21 omologie annoniche ; dot le 9 del fasdo e le altrc ioin 
di cui i centri e gli ass'sono rispetdvamentt : 



f ( I I (i), ti( Jr. + *,) + 2 X, = 0; 

I (—1 I [t), ^(— jr, + arJ + 2Jr, = 0; 

j ( 1 — 1 f^), ft( X, — X,) + 2 *, = 0; 

. C I !—(*). t*( «. + *.) — 2*^ = 0; 
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!*( *. + *,) + 2 *, = o; 
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|t(— *. + *,) H- a*, = o; 


( I 


— V- 




(*( «. + *,) — 2*, = o; 


( I 
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{*( *.— *j) + 2*, = o; 


( v- 
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(*( *, + *j)+2*. = o; 
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f( *, + *,) — 2*.- o; 


( v- 


— I 




ft(— *, + *,) +2 x._o; 


( 1* 
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— 1)» 


f^( *a — *j) + 2*. _o; 
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Le due quartiche cosi trovate appartengono al dpo ^ menzionato 
di Klein (loc dt.) e sarebbe facile con opportune trasformazioni di 
coordinate ridume I'equazione a una delle forme ^ conosdute. 

Del resto tomeremo sull*argomento al n** i8. 

Le considerazioni di questo n^ provano che la nostra discussione 
h esaurita. 



13. Riassumeremo tutti i casi trovati nel s^uente enundato: 
I tipi possibili di quartiche piane irridutdbili piCi volte omologico- 

armoniche possono classificarsi in riguardo al numero delle omologie, 

nel modo s^uente: 

1. — Una sola omologia : 

fl*J + *^; + c = o, 

dove fl, by c sono binarie in x^x^ dd gradi o, 2, 4 rispettivamente. 
H centro 6 (001), Tasse fe jc^ = o e Tomologia t 
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n fiucio pii6 eaaere indrridiLiio da un qiudrilatero e dalU stii 
coinca da 14 punti. 

Vn. — Qmm^ omohgie : osfia U precedenti e altrt sei di cm i 
emtri som i pmA tmtotttn iti lati del trtlatero diagonalt con la am 
dd qnaaordki punti t assi U Um^enti aUa conica in qutili punti in I'm 
dK dm M fiuili tmovi etairi iftuati m di un medtsimo laio del Imn- 
gtio fondanuMldU giaeaono funo sull'asse dell'altro. In altrc parole ^utoi 
sei nuovi utitri som i vaUd diU'esa-aagono che il quadrilaiero sudii&i 
pidiiHAta (*). 

Qnesto caao provioie da qaello del 11° V quando i lad x^=6, 
X, := o si trovano nelle medeame a>adizioiu ivi descrioe per x,=a 
L'equaaone i 

Z*j =0. 

do£ t il caso della qiurdca dotau di tessuto apolare. 
Le omolo^e sono le 9 del n" VI e Ic altre sd : 



(- 

(. 



.:) ( 
3- C; 



(*) Cioi compoDgono la figura dei 6 punti singoUri in un piano singoU^ ^ 
una supecfide di K u m m e r 6 volte letraedroide (cfr. S e g r e : Sur un cai /^"'^ 
cuIUr de la surface dc Kummcr, Berichte Ober die Verb, der KOmgL GtsK^ 
der Wiss. lu Leipzig, 1BB4 e Ciani: Alcuni osicrva\iom suUi conjiguraii"" '' 
Kummir, GionuUe di Napdi, 1898). 
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Vin. — F^tiuno amologie e ^oi fuelle del n^ YL e h ^lif^ dodici 
icicriitt alia fine del paragrafo precedeute. I nuovi dodici c$n1fi ^i dUkir 
JmiscanQ im tre fuadrangoli avenH per triangolQ diagonale H tftangol^ 
fondamentale. 

Questa notevole quartica costituisce la curva d'ordine minimo fra 
quelle che sono invariaad rispetto al aotq G^^g di coUineazioni plane. 
Essa, come gid dicemmo, fu incontrata la prima volta da Klein (loc. dt.) 
e dopo fu ccmsiderata e studiata sotto varii aspetd (n^ )8). I/eqim- 
zione nostra i 

Z*J + -f (- 1 ± iV7)X^,K = ^ 
Al n^ i8, ove il fasdo 

X*t+6xZ*.'4r; = o 

h studiato con qualche dettaglio, mostreremo come si possa pervenire, 
inche per altra via, alia equazione precedeatemente trovata della quar- 
tica di Klein. 

Osservammo gii (n^ i) che il centro di una omolo^ armonica 
trasformante in sh la quartica deve essere necessariamente un punto 
doppio della Steineriana. 

Ebbtne Vuliimo esetnpio ora esposio ci prova che iuiii i 2i punti 
doppi della Steineriana possono essere centri di omologie armonichi trasfor-^ 
manti in si la curva (*). 

Alcune propriety relative at /lessi delle curve travate. 

14. Comindamo dal caso 11: 

(*) I casi dei ni III e IV furono da me gi4 segnalati nella mia tesi di laurea 
cfr. Lt linee diametrali dclle curve algebriche piane stampata negli Annafi della 
I. Scuola Normale superiore di Pisa nell*89): non per6 gli altii casi perch6 nella 
nemoria suddetta mi proposi soltanto di considerare le possibili simmetxie di una 
urva rispetto ad assi reali passanti per uno stesso punto. 

Rend, Circ, MaUm., t XUI, parte x^. — Stampato il } lu^o 1899. 47 
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Una delle tre omologie h il prodotto delle altre due : cioi se al 
punto A corrispondono 5, C, D nelle tre omologie, il gnippo A BCD 
si muta in sh per opera di ognuna delle tre omolo^e medesime. Mont 
si consider! la rete di coniche 

che ha il triangolo fondamentale come triangolo autopokre. 

Ogni conica della rete h mutata in sh dalle tre omologie in parola, 
dunque quella di esse che passa per due flessi non corrispondenti in 
alcuna delle tre omologie suddette taglieri la quartica in 8 flessi distri- 
buiti in due gruppi come ABCD, Dunque: 

/ 24 fitssi si trovano a S, a S sopra 15 coniche di una stessa 
reU (*). 

15. Andiamo al n^ m 

ax\ + bx^x^x^ + cx^(x\ + xl) + dx'X = 0. 

Ogm conica che passa per i punti di contatto di x^ = o e in quei 
pund tocca le rette che vinno al punto di concorso degli assi h mutata 
in si dalle 3 omologie della curva. Tali coniche formano un hsdo. 
Ciascuna taglia la curva (oltre che nei due punti suddetti) in 6 punti 
che sono vertici di un triesagono. Ciofe essi compongono la figura dd 
6 punti singolari in un piano singolare di una superficie di Kummer 
tre volte tetraedroide. Dunque : 

Nella quartica si possono iscrivere 00' triesagoni. 

Se un vertice di un tale triesagono i un flesso, lo sono tutti. Ossia: 

/ 24 flessi compongono 4 triesagoni. 

E anche: 

/ 24 flessi giauiono a 6, a 6 sopra 4 coniche appartenenti a uno 
stesso fascio. 



(*) G e r b a 1 d i : L*cqua:^ionc di 24° ordinc da cut dipcnde la ricerca dti fiusi 
della quartica piana (Questi Rendiconti, 1893). Ciani: Sopra U scric quadratichc 
di coniche inviluppanti la quartica piana (Rendiconti Istituto Lombardo, 1895). 
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16. Per il caso del n^ IV osserviamo che la quardca: 
« W + *!) + bK< + cx^ix-, + *:) + dxj = o 

ammette oltre il triangolo fondamentale x^ x^x^=:o (di cui ogni ver- 
tice e il lato opposto individuano una delle omologie armoniche che la 
curva possiede), anche il triangolo (-^x + -^J('^, + -^a)j^3 = o in uguali 
condizioni del i**: quindi quello che fu detto per il primo al n** 14 pu6 
ripetersi qui. CioS esistono due red di coniche analoghe a quelle de- 
scritte in tal numero. Ma esse hanno un fascio comune e predsamente 
quello costituito dalle coniche passanti per quel due punti di jc = o 
che compongono la coppia del covariante sesdco diversa dai centri e 
che toccano ivi le rette che vanno al punto comune agli assi. Qascuna 
conica del fascio & trasformata in s^ da tutte le omologie della quar- 
tica e quindi nel fascio vi saranno tre coniche passanti ognuna per 8 
flessi : e per conseguenza il * numero delle coniche contenenti 8 flessi e 
date dalle considerazioni del n^ 14 applicate ai due triangoli suddetd 
deve esser diminuito di tre uniti. 

/ 24 jlessi si trovano a Sy a S sopra 27 coniche. 

17. Nel caso del n** V si hanno 3 reti di coniche analoghe alle 
due precedenti e si vede subito che lali reti hanno a comune a due, 
a due un fascio nel quale esistono 3 coniche contenenti 8 flessi. Sicch^ 
in questo caso: 

/ 24 fiessi stanno a S, a S sopra 3.15 — 3.3 = 36 coniche. 

18. Andiamo flnalmente alio studio del fascio 

Prima di tutto noteremo che le considerazioni dei n^ precedenti 
applicate a questo caso d dicono che: 

/ 24 jlessi di ogni curva del fascio giacciono a 6^ a 6 sopra 16 
coniche e a S^ a S sopra alire 51 coniche. 

Per determinare nel fascio le due quartiche di Klein che vi sono 
contenute si pu6 anche procedere nel modo seguente. Si osservi prima 



37^ ft. ciA>ji. 

di tutto che il covarknte 5 di una curva del fiiscio appardene nuova- 
mente al fascio; e precisamente se con y s*indica il valore del para- 
metro che individua il covariante S della quartica corrispondente al 
valore \ si ha 

Segue intanto che: 

Uunica quartica del fascio che abbia S indeterminato i ^ xt = o. 
Escludendo il valore zero di X rimane 

I — 2X — V 

2V 

Dato > si trota un sol valore per y : viccversa per un valore di 
y d sono due valori per >.. Dunque: 

Ogni tttrva del fascio pud considerarsi come covarianit S di alfre 
Are curve del fauio tnedesimo. 

Per >' = > si troveranno le curve del fascio che coincidono con 
i loro covarianti S. Ora appunto il Brioschi ha dimostrato (*) che 
k quartica di Klein coincide col proprio covariante S (**). Dunque 
le 2 quarciche (E Kl-ein del fascio saranno da scegliersi fra qudle per 
<:ai si ha: 

^ _ i^2\ — y 

cio£: 

6V + V + 2X— 1 = 0. 

Questa t soddisfatta per i valori 

T' 4 ' 4 ' 



• A— >Ofc<fc<*M«« tn ■ «■ fa^^—— *jirfbMi»a*jai^^iai»— « 1 1 ■ 11 .^^.■»^»^»^^h-.^hr«i^j ■ i ^— ^»^— ^^^m— ^— ^i^^^j^m^i^ 



(*) Brioschi, 5o^r(i t/na classe di curve del 4? ordine (Atti R. Accademk 
dei Lined: s. Ill, v. VIII). Veggasi pure per altre particolarit^ della quartica di 
Klein: Klein-Fricke, VorUsungen ubcr dU Theorie der EUiptischen Modul- 
Junctiontn, v. I, pag. 692; Weber, Lehrhuch der Algelrra, B. II, § 115 (Tcrnare 
lineare suhstitutiotisgrnppe vom i68*«en Grade). 

(•*) Viceversa si pu6 dimostrare che se una quartica piana irridatdbOe coiacide 
col proprio covariante 5, essa ^ necessariamente la quartica di Klein* 
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ma il primo lo escludiamo perchi di la conica doppia (^ xf)^= o: 
gli altri daranno le curve domandate: il che conferma i risultati del 
n** 12. Da essi si deducono facilmente le piix salienti propried della con- 
figurazione dei centri, degli assi, delle bitangenti della quartica di Klein. 
Cosl ad es. si vede che i centri e gli assi compongono una configu* 
razione (21^, 21^, che i centri e le bitangenti compongono un'altra 
configurazione (21^, 28 j), ecc. 

Altre curve notevoli del fascio in questione, oltre la conica doppia 

I X = — I e il quadrilatero fondamentale 1 > = 1, si hanno per 

X = 00 , > = o. 

Per ^ = 00 si ottiene la ^x^xl = o che ^ Tunica quartica irri- 

duttibile del fascio dotata di puntl doppi. Per > = osihala^xf=o 
di cui gii parlammo al n° VII. Essa non possiede 24 flessi distinti, ma 
12 punti di ondulazione sicch6 il dodecagono formato con i punti sud- 
detti I mutaio in si dalle 15 omologie armonicht che la curva possiede. 

Le sei omologie che la quartica gode (oltre le 9 comoni a tutte 
le curve del fasdo) hanno i centri sui vertici dell'esa-esagono segnato 
sui lati del triangolo fxmdamentale dalla conica dei 14 punti. Applicando 
una di queste omologie a tale esa-esagono risulta che due veriici di 
esso situati su di uno stesso lato del triangolo fondatnentate insieme ai 4 
vortid del quadrilatero fondamentah che giacciono fuori di quel lato com- 
pongono un nuovo tsa-esagomt (*). 



(^ Per Ja configurazione degii assi e centri delle omologie del fasdo 

veggasi anche: Gerbaldi, Sui gruppo sempliu di 360 collineaxioni piane (questi 

Rendiconti, 1898-99). Relativamente poi alia quartica y~ ^^ = o dteremo anche 

Waltfaer-Dyck die considera il gruppo delle 96 omografie che la trasformano 
in s6 stessa, ma non quelle di esse che sono omologie armoniche: cfr. Noti^ uber 
cine reguldre Riemann Fldchc vom Geschlechte drei und Zugehorige 'Nornud Curve 
viertn Ordtmng ^(MaAcmatisdie Annalen, Bd. 17). 
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iVedi t Xn, pp. 307-3x1]. 



Per le pubblicAtioni ricevute in dono e preseottte ncile Tftrie AdoiUBte, 
veggMi U Seconda P«ite (Bibliotect lUtematic*) dd t. XIII. 



ADUNANZA DEL 24 LUGLIO 1898. (Prwidenza F. Caldarcra). 

II Grcolo delibera di ringraziare il Sindaco, Comm. M. A m a t o-P o j e r o, ed 
il Consiglio Comunale di Palermo, pel sussidio di L. 500 accordato alia Sodetii pd 1898, 
a titolo d'incoraggiamento alia pubblicazione dd Rendiconti. 

Memorie e Comunicazioiii. 

GORDAN: Aus^ug aus tintm Schreibcn an Herrn L. Ber^olari, 



ADUNANZA DEL 14 AGOSTO 1898. (Presidenza F. CaUarcra). 

Ammissioni di nuovi sod. — Dietro votazione a schede segrete, il Profe»- 
sore Pietro Cassani (proposto dai sod Gucda e Geibaldi) t detto socio non 
residente, 

Memorie e Comunicazioiii. 

DE FRANCHIS : Riduxionc dii fasci di curve piane di gentre a. 



ADUNANZA DEL 28 AGOSTO 1898. (Presidenza F. Caldarera). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL 13 NOVEMBRE 1898. (Presidenza G. B. Guccia). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a sdiede segrete, il Dr. E r- 
menegildo Daniele (Torino) (proposto dai sod Voltena e Gucda) h detto 
socio non residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

DANIELE : Suirequilibrio delU reti. 

VIVANTI : Sugli aggregati perfetti. 

PIZZETTI : Kuova dimostra^ione di taluni teoremi reUUivi alle fun^ymi sfericke 
contenuti in una Nota del prof. Pad, (Da una Lettera al prof. Paci). 

DE FRANCHIS : Ridu^ione dei sislemi lineari 00^ di curve piane di gtsure 5, 
per h>i. 



ADUNANZA DEL 27 NOVEMBRE 1898. (Presidenza F. C a 1 d a r c r a). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il profes- 
sore Filippo Angelitti (Palermo) (proposto dai sod Caldarera e Gucda) k 
detto socio residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

ALAGNA: Delle congruence hinomie rispetto ad un modulo primo p ad una 
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pot$n%a di esso, nel caso in cut sia un numero prime, owtro U doppio d'un 

nunuro primo, 

DE FRANCHIS : Ridu%y>n$ dei sisUmi linear i oo^ di curve piane di genere 3, 
par i> I. (Continuazione e fine). 



ADUNANZA DELL'ii DICEMBRE 1898. (Prcsidenza G. B. Gucci a). 
Memorie e Comtinicazioni. 

GEGENBAUER : Gemrali:^i^a7iione di alcuni teoretni intorno alle funxioni sferi' 
ch$ conUnuti in una Nota del prof. Pad. (Da una lettera al prof. Paci). 

ALAGNA : Delle congruence hinomie rispetto ad un modulo primo p ad una 

poUn^a di esso, nel caso in cui sia un numero primo, ovvero U doppio d'un 

numtro primo. (Continuazione e fine). 



ADUNANZA DEL 25 DICEMBRE 1898. (Presidenza F. G e r b a 1 d i). 
Memorie e Comtinizioiii. 

ENRIQ.UES : Vna propriety delle serie continue di curve appartenenti ad una 
super ficie dlgebrica regolare. 

ADUNANZA DELL*8 GENNAJO 1899. (Presidenza G. B. Guccia). 
Affari intemi. 

ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 15 GENNAJO 1899. (Presidenza 
F. Caldarera). 

n Presidente di, il triste antiundo della morte del sodo residente prof, com- 
mendatore Enrico Filet i, awenuta in Palermo il giorno 1° gennajo corrente. 
Su proposta del sodo P e p o 1 i, alia quale si assoda il Presidente, il Circolo delibera 
di esprimere alia famiglia del compianto collega le condoglianze della Sodeti. 

Conispondenza* — I signori Bassani, Bettazzi, Cassari^, Mattina, 
Sale mi-Pace, Sforza, Span6, S p e 1 1 a, si dimettono da sod del Circolo. 

Ammissione di nuovi sod. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori: 
Dr. Gaetano Fazzari (Palermo) (proposto dai sod Certo e Gerbaldi) ed 
Ing. Ester Paolo Guerra (Palermo) (proposto dai sod Agnello e Gucda), 
sono detti soci residenti; ed i signori :Dr. Modestino Del Giudice (Napoli) 
(proposto dai sod Montesano e Gucda), prof. Edgard O. Lovett (Princeton, 
New Jersey, U. S. A.) (proposto dai sod Guccia e Gerbaldi) e Dr. Giovanni 
V a c c a (Torino) (proposto dai sod Peano e Gerbaldi), sono detti soci non residenti. 

Memorie e Comtmicazioni* 

LOVETT : Note on the contact Transformations of developable Surfaces, 

Biland. — EspoAzione ed approvazione dd Conto consuntivo dell'eserdzio 1898, 
reso dai Tesoriere, e dd Bilando di previsione per I'eserdzio 1899. 

Affari intemi. — Dietro discussione rimane approvato (a' sensi dell* Art. 58 
deOo Statute) il seguente : 



J7< 

REGOLAMSKTO SPEOALE FBR ZA UBUOTBCJk 
ArtL — L> BOBoMca 4d C3roato MuHMlw « ipem A tMd 1 Mtf p« ij 



Al princ^ A ofpd Mmef m r^flkte £ noUeon &« ccmKon k iWfa- 
itaw £ detto oniia 

Sc per cui dl ba» migignm d> ioApOBsabiJc riduria a sosptsdedo tempon' 
DMineue, Itlffida £ Pitridtiiw arri can di avvisarlo con dnrdare at sod, pnn- 
nteids d'altaoBde •aDedmncntB < liroaoveEe le caoie, die luiuio pradatto ii prov- 
TMuncnto flcc w iaptifc 

Art. 2.— AB« DimiaBa ddk NiBoieat £ preposto un impiegato reuibDito 
KTCnte il tholo £ Dfattton ddU B&fioieaw h cui nomina cd evennule succoava 
confctB M 6 detohitt dTMBda 4 Pw^lmii, dil qatk deno I&aun fipendaL 

B^ ftvn in oonscpM cutd i una ^ ttcfonn Ic "if"T^P wpfffi ipmms il 
doe BibGotecul, mendomiti a^ait U <kflD Stunto^ dot roiAiuuaeoto dcila BH»- 
tect, k Goniipondean per gRMs^k fitfbaaa dcOa t«b«ktt«ia,kpn)iGBdd 
prviid, etc, e looltn corai acdocdifc II pceMote wgo h i — aa alM* {ieucAiBlBn 
■Mouloas dft puts A uni i Md( MBM KcedKie akuoa. 

Ai due predetd BibBoiecari n>ia riwrrato lo nudlue k prapORe pd Kdf^Kor 
fanrinnimcBto, e fnltcrian svikvpo deflt BlbBoteci, e il niiEriine affUScio dl Pm> 
tHtrni, cbe ff^t^gialqi TmB d^&enrL 

La arka dl Diietura detk BilitmeM mo t aamMilk con nannt dl ^pefi^ 
dl c\d ■) pTcdeno art, 14 ddio Siatuta 

Art. 3. — At sod resident] k accordato il prestito a domidlio dd libri della 
Biblioteca solto le seguenti nornK t coodiiioiii. 

Art. 4. — Qiulunque soda residente per acquistare il diritto al prestito a do- 
midlio, oltre ad aver soddisfatto agli obblighi derivanti dali'arL 7 delto Stamto^ deve 
deposiiare presso il Tesoriere del Circolo la schwim di Lire Ventidnque. 

Art. 5. — Esibendo al Direttore la quietanza dd dcposito, il sodo, nel ritiiare 
penooaimcnte ud locale ddia Biblioteca le pubbticazioiu richieste, rilasceri uoa lice- 
vuta, in cui, oltre tutte le indtcazioni biUiografiche, url notato^ m cattivo, la stato 
di conservanone ddlo stampato, e ddla lilegatun; e nella quale il riceveate dicUft* 
mi die conosce e si iropegna ad oatervare te prcMnti nonnc 

Art. 6. — SoDO csdim dal prestito : 

») i ttidcoli di puUlicaaiooi periodidie apparteaenti al voliune in eoaoi 

b) ie pubbbcadooi, di qiuluiu]ue gencre, anivate da mcoo d'uo mcsci 

t) i ditionari: 

d) gti optucoli, i Ubri, e i volumi di pubblicanoot pcnodidie, che avewcro acqd — 
itaio caraitere di raritl; 

t) le opere didattiche; 

f) le pabblicafioiii, die oci;on-csscro all'uffii:io di redazione dei Rendicond 

L'denco ddle pubblicaiioni iiiJicaie ncgli alinea d), t), J) sara fwroato djll't'*- 
IJdo di Presidenia ed esposto ndla sala di lettura. 
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Art. 7. — GH opuscoli sq)arati potranno prestarsi in numero non maggiore di 
dnque, e per un tempo, che non supera un mese. 

Art. 8. — Le memorie rilegate in volume e i volumi di pubbiicazioni periodiche 
potranno essere imprestati a non pid di un volume per volta, e la durata del pre- 
stho non potri superare ima settimana. 

Art. 9. — I rimanenti libri potranno essere prestati a non pit di due voiuml 
per volta, e per un tempo non superiore ai quindid giomi. 

Art. 10. — Non possono ottenersi piti prestiti contemporaneamente, nfe un 
prestito composto di libri appartenenti a categoric diverse fra quelle indicate negU 
^^fticoli 7> 8 e 9; n^ pu6 ottenersi nuovo prestito, se non si sono restituite le pub-* 
lifioudoni precedentemente prese. 

Art. IL — Pel 1 5 ottobre di ogni anno tutte le pubbiicazioni in prestito deb-* 
bono ritomare in Biblioteca; e durante la seconda quindicina di detto mese h sospesb 
qnalunque prestito. 

Art. 12. — La restituzione dei libri dovri^ essere fatta dal sodo nel locale della 
Biblioteca, e il deposito potrii essere ritirato da lui un giomo dopo che egli abbia 
restituite le pubbiicazioni nell*identico stato di conservazione, nel quale le ha ricevute, 
o potri da lui essere lasdato in garentia di futuri prestiti. ' 

Art. 13. — Oualora il sodo alia scadenza non abbia restituiti gli opuscoli o i 
volumi presi in prestito, gli sari spedito dal Direttore della Biblioteca un awiso, in 
lettera raccomandata, che gli ricordi Tobbligo assunto della restituzione dentro il ter- 
mine assegnato. 

Se, dopo dnque giomi dalla spedizione dell'awiso, il sodo non avri mantenuto 
il suo impegno, si notificheri, mediante affissione nella sala di lettura, che egli h 
incorso nella perdita delle 25 lire, le quali resteranno propriety del Circolo, salvo a 
questo ogni ulteriore azione ai termini di legge. 

La sola decorrenza del tempo suindicato conduce alia perdita delle 25 lire. H 
sodo, nel ricevere il prestito, implidtamente rinunzia ad ogni eccezione di mancanza 
di twiso. 

Art. 14. — Incorreri pure nella perdita del deposito (totale o pandale a giu- 
dizio della Presidenza) chi restituiri le pubbiicazioni in peggiorato stato di conser- 
vazione. 

Art. 15.--I1 sodo, che sari incorso neUe penaliti dell'Art. 13, non sari pid 
ammesso tl prestito, quand'anche ofFra di rinnovare il deposito. 

Art. 16. — Tutte le spese di posta, cui dari occasione il prestito, saranno 1 
carico del sodo. 

Art. 17. — Sari cura della Presidenza di riparare, mediante i depositi incame- 
ritiy aile perdite ai danni subld dalla Biblioteca. 

Art. 18. — I sod non residenti di passaggio a Palermo, durante la loro per- 
manenza in questa dtti, sono equiparati, pd prestito dei libri, ai sod residenti. 

Artioolo transitorio. — I sod, che avessero preso in prestito libri antece- 
dentemente al presente regoiamento, non saranno ammessi al prestito, se non doipo 

^t^**^ ^^ MaUm. t XIII» parte i*.— Sumpato il 6 lu^o 1899. 4^ 
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die arranno occmperato iXiawixo £ rtstiniyione cuniniuiii nela dioabre dd 6 
najo 1S99. 

ADCVAN7A DEL 22 GESSAJO 1899. (Pioidcm F. CmUmrerm). 
Conispandcnza. — G>n lettsn dd 18 gennaio 1899 i i^ De. G^ D. D'Arone 

m dioaextt da socio dd Greek) 



n PftEsiDEYTE cooxunica ai sod die fUmao di Pkesidexza, ndla sednbi dd 
20 genna^o corr. ed ai sensi de^ art. i e 2 dd tUfokmemU sptcmU ptr la lKlii»- 
Uca: i^ ha no^nato fl Dr. Eaplio Conoscente iHi c tUMC dda IBhintrra 
pd 1899; 2^ ha stabifito die pd cofreate semestre imrcmak (a tutto apc3e 1899) k 
Bibboceca sara aperta ai sod od giorm di famecfi, martedi, m erc o le tfi , Tcnenft e sa- 
hato dalle ore 14 aOe ore 17. 

Ammissiooe di iraovi socL — Dietro Totazione a sdiede ygyrtTj fl 9gpat 
prof Alessandro V a s s i li e f (Kasan) (proposto dd sod Gocda e Gcdiaki) 
t detto socio non rtsidtnU. 

Kdnorie c CoumnfcmioiiL 

GERBALDI : Sul gruppo stmpliu di 366 coUimoKfiom piaiu, (Cootiiuiaziaiie)^ 



ADUNANZA DEL 12 FEBBRAJO 1899 (Presidcnxa G. FazzmriX 

Ammissiooe di nnovi socL — Dietro votazioni a sdiede segrete^ i signed: 
Dr. Michele Morale (Bagni Canicattiiii) (proposto dai sod Gucda e Conoscenae) 
e prof. K. A. Barack, d ir ettore deHa Biblioteca ddla Impciiak U uiv er sitA dB Stiass- 
btirg (propo0to dai sod Gucda e Gerbaldi) sono detti sod mm residsmtL 

Memorie e CamtinlcarionL 

GERBALDI : Sul gruppo stmpliu di 360 collineaiiom piaut, (Contimuzione). 

DE FRANCHIS : SulU rcti sovrahhondanti di curut piatu di gtmrg 2. 

STUDNl6cA : Sur la plriodiciU dt la fonction sin x ^ cos x. (Dteoostntioo 
sans paroles). 

(i) cosx = — -Lj , 



«•* — «-• * 



(2) sin X = , 

\ / 2f 

(3) cos* X + sin* X = I, (i), (2) 

(4) COS* X — sin* X = -I- = COS 2 X, (i), (2) 

(5) 2 sin X COS X := ; = sin 2 X, (i), (2) 

(6) cos (x -{- ^r) = cos X cos ^ — sin x sin y, (i), (2) 

(7) sin (x -{- ^) = sin X cos y -\- cos xxny. (i), (2) 



(8) cosot = sina = j/i", (3) 
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57? 



(9) 
(10) 

00 
(12) 

(13) 
(U) 

(IS) 
(i6) 

(17) 
(I8) 



cos a a = o, (7), (8) 

sin 2 a = I, is), (8) 

cos 4 « = cos' 2 X — sin' 2 * = — i, (4), (9), (10) 

sin 4 a =: 2 sin 2 a cos 2 K = o, (5), (9), (10) 

cos 6 a = cos 4 a cos 2 a — sin 4 a sin 2 a = o, (6), (9), (12) 

sin 6 X ^ sin 4 a cos 2 a -f- cos 4 a sin 2 a = — I (7X (10), (i 1), (12) 

cos 8 a =: cos' 4 a -^ sin' 4 a := i, (4), (i i), (12) 

sin 8 a = 2 sin 4 a cos 4 X := o, ($), (i i), (12) 

cos 10 a =: cos 8 a cos 2 a — sin 8 x sin 2 « = o, (6), (9), (15), (16) 

sin 10 a = sin 8 K cos 2 a -{- co^ 8 X sin 2 a = i, (7), (10), (i $), (16) 



X 





2X 


4* 


6x 


8a 


10 a 


cosx 


I 





— I 





I 





sin X 





I 





— I 





I 



(19) 

(20) 
(21) 
(22) 



COS (8 A: a -f- *) = COS X, 
sin (8 A: ot 4" *) = sin x, 

f{kp + x)=ax\ 

;> = 8 a = 2 TT. (8) 



(6) 
(7) 



(* = ± I, 2, 3, . . .) 



ADUNANZA DEL 26 FEBBRAJO 1899. (Presidenza F. Gaidar era). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, la signoiina 
Frances Hardcastle (Cambridge) (proposta dai sod Gucda e Conoscente) ed 
il sig. Dr. Carlo Bourlet (Paris) (proposto dai sod Appell e Gucda) sono detd 
soci non residenti, 

Memorie e Comtmicazioni. 

VIV AKTI : Sul concetto di derivata ntlla teoria ehmentan dtlU fun^ioni analitiche. 

GIUDICE : Rettifica alia Memoria « Introdw^nc allt coordinate triangolari e t^ 
traedriche » [questi Rendiconti, t. XII (1898), pp. 278-306J. 

II 2° membro della form. (12')) a pag. 284, deve ancor esser moltipUcato per il 
seno dell'angolo formato dalla retta dimezzante gli spigoli i,^* ^34 con la giadtura 
determinata da questi spigoli. Si ottiene la (12), se s'esprime tutto negli spigoli: E 
cosl, come si riconosce ancor pid prontamente considerando il prisma, die ha co- 
mune col tetraedro uno spigolo laterale e la base (vedi F. Giudice, Periodico di 
Matematica, 1899) trovasi pure che: 

II prodotto d*un tetraedro per un suo spigolo i ^ del triangolo di lati uguali alU 

aru delU due faccie adiacenti a tale spigolo ed alVarea del triangolo, che ha per lati 
U ditto spigolo e Vopposto ed U doppio della distan^a dei centri di altri due spigoli 
oppostu 



ADUNANZA DEL 12 MARZO 1899. (Presidenza F. Caldarcra). 
Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori: 
Pxof. Olof Gyld^n (Stockhokn) (proposto dai sod Gucda e Conoscente) e 
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Dr. Emilio Almansi (Torino) (proposto dai sod Volterra e Gucda) sono detd 
soci non residenti. 



ADUNANZA DEL 26 MARZO 1899. (Presidenza F. Caldarcra). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segiete, il signor 
Rodolfo Tagliarini (Palenno) (proposto dai sod Gucda e Gerbaldi) h detto 
socio resiiente, 

Memorie e Comtmicazioni. 

BOURLET : Sur la dltermination de la surface d'une pisU de vilodrome, 

ALMANSI: Sulla ricerca delU fun^ioni polinirmonicbe in un'areapiana sempli- 
cwunU connessa per date condi^^ioni al contorno. 

MORALE : Involu:^onc di grado n c specie i in uno spa:(io an — i dimmsionu 

POINCARfi : Compliment i V Analysis situs. 



ADUNANZA DEL 9 APRILE 1899. (Presidenza F. Caldarcra). 
Memorie e Comunicazioni. 

PICARD : Sur les sysUmes liniaires de lignes trades sur une surface algibrique^ 
CIANI : / varii tipi possibili di quartiche piane piii volte omologico^rmonicben 



ADUNANZA DEL 23 APRILE 1899. (Presidenza F. Caldarcra). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL 14 MAGGIO 1899. (Presidenza G. B. Guccia> 
Affari intemi. — II Presidekte comunica ai sod che i*UFFiao di Presidenza, 

nella seduta dd 7 maggio corr. ed ai sens! dell'art. i dd Regolamento speciaU per 

la Bihlroteca, ha stabiHto che pel semestre estivo maggio-ottobre 1899 la BibHoteca. 

sarii aperta ai sod nd giomi di lunedl e vcnerdl dalle ore 15 alle ore 18, e nei 

giomi di martedl, giovedl e sabato dalle ore 9 alle ore 12. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori: 

Dr. George E. Fisher (Philadelphia, Pa., U. S. A.) (proposto dai sod Geifoaldi 

e Conoscente) e Dr. Isaac J. Schwatt (Philaddphia, Pa., U. S. A.) (proposto 

dai sod Gerbaldi e Conoscente), sono detti soci non residenti. 



ADUNANZA dd 28 MAGGIO 1899. (Presidenza G. B. Guccia). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DELL'ii GIUGNO 1899. (Presidenza F. Gerbaldi). 
Affari intemi. 



ADUNANZA DEL 25 GIUGNO 1899. (Presidenza F. Gerbaldi). 
Affari intemi. 

F. G. G. B* G, 
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Amodeo, F. (Napoli). [Fedi t. XI, pag. 83]. A proposito dei postulati della geome- 
tria proiettiva. Giornah di BatiagUnij XXXTV, 1896. 

— Curve t-gonali di 5««"«» specie. AtH Ace, Napoli, IX, , 1897. 

— La prima data dell'Accademia Reale di Napoli. Rend, Ace, Napoli, 1898. 
Amodeo, F. e Groce, B. Carlo Lauberged Annibale Giordano pri- 
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Burali-Forti, C. - Ramormo. A. 






^u^bLicaziomi mon perio1»c^. ) 

(con 100 eserdzi e problemi) ad uso della 3* dasse della Scuda Tecnica. To- 
rino, 1898. 

— Aritmetica e Norme per rinsegnamento nelle scuole elemcntari (con 58 j eserdzi 
e problemi) ad uso della Classe 2* e 3' delle Scuole Normali. Torino, 1898. 

— Elementi di Algebra (con 446 problemi ed esercizi) ad uso della i* classe delU 
Scuoia Normale. Torino, 1898. 

— Eiemend di Algebra (con 570 problemi ed esercizi) ad uso della 3' CUsse 
della Scuoia Tecnica. Torino, 1898. 

Burgatti, P. (Roma). [Vedi t. XI, pag. 85]. Sulla trasformazione delle eqnazicmi 
difFenziali del secondo ordine con due variabili indipendenti. Rend, Ace. Lincei, 
VIIj , 1898. 
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